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Poréwnanie wtasnosci prognostycznych modeli
dwuliniowych i modeli ARMA z btedami GARCH
o nieklasycznych rozktadach

1.Wstep

Modele ARMA naleza do klasyki ekonometrii dynamicznej. Jednak ich
zastosowanie w opisie szeregoéw finansowych jest do§¢ ograniczone ze wzgledu
na wlasnos$ci generowanych przez nie procesow. Liniowe modele nie pozwalaja
na opis skosnosci, grubych ogonow, leptokurtozy czy efektu ARCH jakie
obserwuje si¢ na rynkach finansowych. Zjawiska te wystepuja czesto ze
wzgledu na nieliniowe zachowania uczestnikow rynku. W pracach dotyczacych
tego problemu stosuje si¢ rézne nieliniowe alternatywne modele takie jak
(SE)TAR, NLAR, STUR czy BL (Granger, Terasvirta, 1993, Osinska,
Witkowski, 1997). Modele dwuliniowe (BL), powstaly w podobnym okresie jak
modele (G)ARCH — na przetomie lat 70. i 80. XX wieku jednak do chwili
obecnej nie zyskaly sobie takiej popularnosci, glownie ze wzgledu na trudnos$ci
w estymacji. Praca ma na celu pordéwnanie mozliwosci prognozowania
szeregdbw czasowych przy wykorzystaniu modeli dwuliniowych oraz
poréwnania jakoSci tychze prognoz z prognozami uzyskanymi z modeli
ARMA-GARCH.

2. Podstawowe informacje dotyczace modeli dwuliniowych

Po raz pierwszy modele dwuliniowe zostaly zaproponowane przez
Granger’a 1 Andersen’a (1978) i mozna je zapisa¢ rOwnaniem:
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gdzie przyjmuje si¢ ¢, =1. Tak zdefiniowana klasa modeli jest do§¢ szeroka i
traktowana jest jako rozszerzenie modeli ARMA. We wspomnianej pracy
mozna tez znalez¢ klasyfikacje modeli dwuliniowych, i tak wymienia si¢
procesy diagonalne, gdy 6, = 0dla k#/, procesy naddiagonalne, gdy &, =0dla
k<l 1 poddiagonalne, dla ktérych mamy 6, =0gdy £>I. Procesy dwuliniowe
posiadaja szereg ciekawych wlasnosci do ktorych zaliczy¢ mozna
wystepowanie zgrupowan wariancji, ktore zwykle rozpoznawane sa jako efekt
ARCH'. Inna ciekawa cecha jest fakt, ze rozpisujac odpowiednio rownanie (1)
mozna otrzymacé proces z losowym parametrem” zdefiniowany jako:

Vi=Cct Vg Vit & (2

Ze wzgledu na opisane wlasno$ci procesy dwuliniowe bardzo trudno jest
odr6zni¢ od procesow GARCH. W literaturze mozna znalez¢ wiele testow ktore
moga by¢ pomocne w rozpoznaniu danego typu nieliniowosci. Jednym z takich
testow jest test zaproponowany przez Hinicha. Statystyka testowa wyznaczana
jest na podstawie wspotczynnika bikoherencji, ktorego estymator wyznacza sig
ze wzoru (3):

B, (@)
]?( )f( )fy(wl—‘ra)Z),
)-

estymator bispektrum y, natomiast f (wl) usredniony

v (om,)= )

gdzie 1§y (a)la)2
periodogram dla czgstosci @, . Na tej podstawie wyznaczamy statystyke testowa
postaci:

H =2p* (0,0,). 4)

Procedura testowa przebiega dwuetapowo: najpierw testujemy normalno$é
procesu, a w przypadku odrzucenia tej hipotezy bada si¢ takze liniowos¢
procesu. Wigcej informacji na temat testu mozna znalez¢ w Gorka, Osinska
(2005).
Kolejnym testem rozpatrywanym w pracy jest test McLeoda 1 Li (1983). Test
ten shuzy do weryfikacji hipotezy o wystepowaniu efektu ARCH w szeregu i
oparty jest na statystyce testu Ljunga-Boxa dla kwadratéw badanego procesu.
Ze wzgledu na trudno$é rozroznienia pomigdzy procesami BL i GARCH
oraz na duza liczbg specyfikacji tych ostatnich prezentowane w pracy wyniki

! Por. Doman, Doman, 2004.
* Patrz Bruzda, 2003.
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dotycza modeli AR(p) i BL(p,0,P,Q) z jednym z trzech réwnan warunkowej
wariancji, tj.:

- GARCH(R,S):
R S
h =a,+ Zaigtz—i + Zﬁkht—k , 6]
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- EGARCH(R,S):
R N
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- APARCH(R,S):
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W pracy zastosowano alternatywne do normalnego rozktady warunkowe, ktore
lepiej modeluja witasnosci rozktadow stop zwrotu. Naleza do nich: rozktad t-
Studenta, skos$ny rozktad t-Studenta, Uogolniony Rozktad Bledu (GED) oraz
SGED - skosny GED. Funkcj¢ ggstosci wymienionych rozkladéw mozna
zapisa¢ za pomocg funkcji ggstosci rozkladu SGTD — Skosnego Uogolnionego
Rozktadu t-Studenta (Theodossiou 1998), postaci:
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We wzorach 8-8d przyjeto nastgpujace oznaczenia: k,v - parametry
kontrolujace grubos¢ ogondéw i kurtoze (k>0,v>2), A - parametr

odpowiedzialny za sko$nos$¢ rozktadu (|/1| <1), o - parametr skali, natomiast

e=y— 1+ 0o to odchylenie od dominanty, a sign() - funkcja znaku.
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Nalezy rozr6zni¢ nastgpujace przypadki:
- k =2 - otrzymujemy rozktad STD z parametrami v, 4,0,
- k=2 oraz A =0- otrzymujemy rozktad TD z parametrami v,o
- v > o - otrzymujemy rozktad SGED z parametrami k,4,0,
- v > wooraz A =0- otrzymujemy rozktad GED z parametrami k,o .

Ze wzgledu na specyfikacje modeli dwuliniowych istotnym problemem
staje si¢ estymacja parametrow. Najpopularniejsze metody jakimi mozna
znalez¢ szacunki parametréw modeli dwuliniowych to Nieliniowa Metoda
Najmniejszych Kwadratow (NMK) i Metoda Najwickszej Wiarygodnosci
(MNW). W publikacji Subba Rao i Gabr (1984) mozna znalez¢ metodg oparta
na KMNK. Ideg tej metody mozna zapisa¢ w kilku punktach:

1) oszacowanie najlepszego modelu AR dla badanego szeregu i wyznaczenie
wektora reszt e; (mozna w tym celu zastosowa¢ metod¢ Hannana-
Risannena’),

2) oszacowaniec KMNK modelu:
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a nastgpnie wyznaczenie nowego wektora reszt e,.
3) powrdt do punktu 2.
Procedurg powtarza si¢ tak dtugo, az wartos$ci parametréw i wariancja resztowa
ustabilizuja si¢. Metoda ta daje dobre wyniki, jednak czgsto zdarza sig iz nie
osiaga zbieznosci, co prowadzi do nieodpowiednich wartosci parametrow.
W zwiazku z powyzszym zaleca si¢ stosowanie jej do znalezienia wartosci
startowych dla MNW. W przypadku, gdy zbiezno$¢ nie zostala osiagnigta za
warto$ci startowe czesci dwuliniowej podstawia sig¢ 0. Powyzsza metoda
zastosowana zostala w pracy do znalezienia warto$ci startowych dla MNW. W
przypadku parametrow modeli GARCH za startowe wybrane zostaty szacunki
danego réwnania przy zatozeniu modelu AR(p) i normalnosci rozkladu
warunkowego. Z kolei, wartosci startowe parametréw samych rozkladow
warunkowych pochodzity z rozktadow dopasowanych do rozktadu stop zwrotu
badanych szeregow.
Estymacji parametrow p, O, P, R, S oraz wyboru odpowiedniego réwnania
wariancji dokonano kierujac sig kryterium Schwarza.

3. Poréwnanie modeli BL i ARMA z resztami GARCH dla
wybranych szeregow finansowych

Do analizy wybrane zostaly wybrane indeksy gietd swiatowych oraz gietdy
polskiej z okresu od 3 stycznia 2000 roku do 22 maja 2007 roku, co daje w
zaleznosci od gietdy od 1671 do 1863 obserwacji. Pig¢ ostatnich obserwacji

? Zastosowanie procedury Hannana-Risanena proponuja Garnger i Terasvirta (1993).
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zostato przeznaczonych do oceny prognoz wykonanych z modeli AR(BL)-
GARCH. Tabela 1 zawiera wyniki testow Hinicha oraz Ljunga-Boxa.

Tabela 1. Wyniki testow Ljunga-Boxa i Hinicha dla wybranych szeregow

normalnos$¢ liniowos¢ LB() [p-val]
H p-val | Ry A R ieor j=1 =5
AEX 48.06 | 0.087 | 4.877 | 2.197 | 4.328 0.28[0.59] 21.58[0.001]
BEL20 48.13 | 0.085 | 5299 | 2.23 | 4.356 | 24.161[0.00] 43.89[0.00]
CAC40 17.66 | 0.996 - - - 0.39[0.53] 14.01[0.02]
DAX 30.01 | 0.749 - - - 2.34[0.13] 10.00[0.08]
DIJIA 243 | 0.931 - - - 1.03[0.31] 7.40[0.19]
FTSE100 27.57 | 0.842 - - - 5.00[0.03] 28.85[0.00]
NIKK?225 7.82 | 1.000 - - - 0.05[0.82] 3.26[0.660]
NSDQ100 | 40.85 | 0.266 - - - 4.18[0.04] 20.49[0.001]
S&P500 27.57 | 0.843 - - - 1.38[0.24] 7.57[0.18]
WIG 7.72 | 1.000 - - - 3.99[0.046] 6.09 [0.30]

Pogrubiong czcionka zostaly wyr6znione istotne statystyKki.
Zrodlo: obliczenia wlasne.

Na podstawie wynikoéw zamieszczonych w powyzszej tabeli mozna powiedzie¢,
ze w wigkszosci analizowanych szeregéw jest nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy o normalnos$ci rozktadow. W przypadku indeksow AEX i BEL20 test
Hinicha wskazal na brak normalno$ci procesu, a w tym drugim szeregu
dodatkowo na istnienia zwiazkéw nieliniowych. Na podstawie testu Ljunga-
Boxa mozna stwierdzi¢, iz w badanych szeregach wystepuje autokorelacja.
Wyjatkiem sa indeksy DIJIA, NIKK225 i S&P500, w ktérych zjawisko
autokorelacji nie wystgpuje. Nastepnie do wybranych szeregdéw dopasowane
zostalty modele AR(p) i BL(p,0,P,Q) z réznymi rozktadami warunkowymi i
roéwnaniami wariancji. Tabela 2 zawiera kryteria informacyjne, statystyki Q1,
02, 0Xx1* dla najlepszych modeli AR(p) oraz dwuliniowych.

* Miary obliczne sa wg nastgpujacych formuk: Q1= N{r7, >0}/ N{r7, #0},
02=N{r7; >0|rr <O}/ Nirs, #0|rr_ <0}, OX1=N{r,(h,—h_)<O0}/N,
gdzie N{} - liczba obserwacji, dla ktorych spetniony jest warunek podany w nawiasie,
7,71 h, to empiryczne i teoretyczne stopy zwortu oraz wariancja warunkowa. Wigcej

na temat alternatywnych miar dopasowania modeli mozna znalez¢ w Brzeszczynski,
Kelm, (2002).
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Tabela 2. Wyniki estymacji wybranych modeli AR(p)-GARCH i BL(p,0,P,Q)-GARCH
z roznymi rozktadami warunkowymi®

Szereg Model AIC/SC DW Q1/Q2 QX1
DBL(3,0,3,3)- -6.0779/ 52.6458/

CAC40 EGARCH(1,1)-STD -6.0392 1.9454 66.055 46.527
AR(2)- -6.0778/ 1.9457 53.3477/ 46.904
EGARCH(1,1)-STD -6.051 : 75.739 '
BL(1,0,3,3)- -6.5642/ 53.8082/

DIIA EGARCH(1,1)-TD -6.525 19671 72.4607 47.638
AR(1)- -6.5674/ 19717 52.1644/ 47325
EGARCH(1,1)-TD -6.5463 ) 77.4869 )
DBL(0,0,4,4)- -5.8452/ 51.9843/

NIKK225 EGARCH(1,1)-TD -5.8146 2.001 51.7127 48.748
AR(0)- -5.8462/ 2008 50.0838/ 48.637
EGARCH(1,1)-TD -5.8278 ) 50.0552 )
NBL(2,0,3,3)- -5.3069/ 55.6164/

NSDQ100 EGARCH(1,1)-TD -5.2678 1.983 69.5096 48.582
AR(2)- -5.2837/ 2,004 53.5597/ 48.556
EGARCH(1,1)-TD -5.2626 ) 72.4175 )
PBL(2,0,3,3)- -6.503/ 52.6575/

S&P500 EGARCH(1,1)-TD -6.4609 1953 69.3731 48.229
AR(1)- -6.5053/ 1.977 52.2192/ 48283
EGARCH(1,1)-TD -6.4842 ) 83.7616 )
DBL(1,0.2,2)- -6.0295/ 53.0114/

WIG GARCH(1,1)-GED -6.0055 1.988 46.5798 30631
AR(1)- -6.0282/ 1.996 52.7944/ 50.976
GARCH(1,1)-GED -6.0103 ) 44.8426 )

Zrédio: obliczenia wlasne.

Dane przedstawione w tabeli 2 pozwalaja stwierdzi¢, ze we wszystkich
badanych przypadkach model AR-GARCH jest lepszy niz modele BL-GARCH.
Jest to zgodne z wynikami testu Hinicha, ktory dla tych szeregow wskazat
normalno$¢ procesu. W przypadku szeregbw AEX i BEL20 nie udato si¢
dopasowa¢ modelu dwuliniowego o istotnych parametrach. Spostrzezenie to
mozna uzasadni¢ inng niz dwuliniowa zaleznoscia nieliniowa wystgpujaca we
wspomnianych szeregach.

Innym ciekawym spostrzezeniem jest fakt iz parametry czgsci dwuliniowej
w przypadku modelu dwuliniowego z resztami heteroskedastycznymi byly w
wigkszo$ci modeli silnie istotne. Natomiast po dotaczeniu do modelu rownania
wariancji duza czg$¢ z tych parametrow okazata si¢ nieistotna. Taki wynik
moze by¢ spowodowany zalezno$ciami w wariancji jakie wystepuja w
badanych szeregach, ktore nie sa modelowane przez model dwuliniowy w
odpowiedni sposob, a ktore lepiej opisuja modele z rodziny GARCH.

> W tabeli 2 przyjeto oznaczenia: NBL, PBL, DBL to procesy dwuliniowe
naddiagonalne, poddiagonalne i diagonalne. STD, TD, GED - to oznaczenia rozktadow

warunkowych odpowiednio skosnego t-Studenta, t-Studenta i Uogdlnionego Rozktadu
Bledu.
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Analizujac tabelg 2 mozna dostrzec, ze w przypadku prawie wszystkich
szeregdw kryteria Schwarza i Akaike’a preferuja modele autoregresyjne nad
modelami dwuliniowymi, za wyjatkiem szeregu NSDQ100, w ktorym te
kryteria sa nieznacznie lepsze dla modelu BL. We wszystkich przypadkach
istotny okazat si¢ efekt ARCH, ktory zostal opisany poprzez odpowiednie
rownanie wariancji warunkowe;j.

Wart podkreslenia jest tez fakt, iz w modelach BL posiadajacych duza
liczbg parametréw, wartos$ci kryteriow informacyjnych sa zblizone do modeli
autoregresyjnych.

Na podstawie tych modeli podjeto probe zbudowania prognoz na 5 okresow
naprzod. Do budowy prognoz zastosowano metod¢ bootstrapowa, dla ktorej
przyjeto 10000 replikacji. Nastepnie jakos¢ prognoz oceniono za pomoca
pierwiastka btedu $redniokwadratowego (RMSE) oraz udziatu prawidlowych
znakow (PCS)°. Wyniki zamieszczono w tabeli 3.

Tabela 3. Porownanie prognoz uzyskanych metoda bootstrapowa

Model RMSE PCS
CAC40 DBL(3,0,3,3)-EGARCH(1,1)-STD 0.0129 08
AR(2)-EGARCH(1,1)-STD 0.0127 0.6
DIIA BL(1,0,3,3)-EGARCH(1,1)-TD 0.0097 0.6
AR(1)-EGARCH(1,1)-TD 0.0096 06
NIKK225 DBL(0,0,4,4)-EGARCH(1,1)-TD 0.0132 0.2
AR(0)-EGARCH(1,1)-TD 0.0129 0.4
NSDQ100 NBL(2,0,3,3)-EGARCH(1,1)-TD 0.0136 0.6
AR(2)-EGARCH(1,1)-TD 0.0134 08
S&P500 PBL(2,0,3,3)-EGARCH(1,1)-TD 0.011 0.6
AR(1)-EGARCH(1,1)-TD 0.0107 06
WIG DBL(1,0.2,2)-GARCH(1,1)-GED 0.0237 0.6
AR(1)-GARCH(1,1)-GED 0.0236 08

Zrédio: obliczenia wiasne.

Wyniki zawarte w tabeli 3 pozwalaja stwierdzi€, iz prognozy uzyskane z
modeli dwuliniowych sa gorsze od prognoz uzyskanych z modeli
autoregresyjnych zaré6wno pod wzgledem warto$ci prognoz jak i kierunku
zmian. Wyjatkiem jest tu szereg CAC40 dla ktérego prognozy z modeli
dwuliniowych okazaty si¢ lepsze pod wzgledem kierunku niz prognozy z
modelu AR.

% Por. Doman, Doman, 2004.
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4. Podsumowanie

W pracy przedstawione zostalo poréwnanie wiasno$ci prognostycznych
modeli ARMA i dwuliniowych wraz ze zmieniajaca si¢ W czasie wariancja.
Zaprezentowane wyniki pozwalaja stwierdzi¢, ze pomimo swoich
interesujacych wiasnosci, takich jak aproksymacja z dowolna dokladno$cia
szeregu w skonczonym odcinku czasu lub opis zjawiska skupiania si¢ wariancji,
modele dwuliniowe nie pozwalaja na lepszy opis szeregdw finansowych, niz
klasyczne modele ARMA z resztami GARCH. Wyzszos$¢ tych ostatnich zostata
potwierdzona w opisie badanych procesow w probie. Podobnie modele
dwuliniowe nie sprawdzity si¢ w prognozowaniu — prognozy okazaty si¢ gorsze
pod wzgledem wartosci RMSE jak i PCS. Mozna powiedzie¢, ze modele
dwuliniowe mimo swoich zalet teoretycznych nie daja lepszych rezultatow w
modelowaniu finansowych szeregéw czasowych niz modele ARMA-GARCH.
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