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sprzezenia ptacowo—cenowego w gospodarce polskiej

1. Wstep

Istotnym utrudnieniem w estymacji modelu z mechanizmem korekty bledu
jest powszechnie znany brak identyfikowalno$ci, co oznacza ze dla dowolnej
nieosobliwej macierzy C zachodzi IT=ap'=aCC™'p’. Innymi stowy w danych
zawarta jest informacja jedynie o przestrzeni kointegracyjnej, a nie o wektorach
ja rozpinajacych. Najtatwiejszym i najpowszechniej stosowanym w bayesow-
skiej analizie kointegracji sposobem na pokonanie tego problemy jest wprowa-
dzenie liniowych (zero-jedynkowych) restrykcji identyfikujacych, B'=(I, B')
(Kleibergen, Paap, 2002, Villani, 2005). Wprowadzania restrykcji nieliniowych
podobnych do wynikajacych z procedury Johansena proponuje Strachan (2003).
Sposob ten pozwala na uniknigcie wad restrykcji liniowych, jednak nie jest do
konica zgodny z duchem wnioskowania bayesowskiego, poniewaz do wprowa-
dzenia tychze restrykcji wykorzystuje si¢ dane, przez co wptywaja one na po-
sta¢ rozktadow a priori.

Celem pracy jest omowienie oraz zilustrowanie metody wnioskowania
przedstawionej w pracach Strachana, Indera (2004) oraz Koopa, Leo6n-
Gonzaleza, Strachana (2006), w ktorej podstawowa wielko$cig estymowana jest
kierunek przestrzeni kointegrujace;.

Dla zilustrowania omawianej metody zostanie rozwazony model ptacowo-
cenowy dla gospodarki polskiej w latach 1993-2002.

2. Rozktady a priori i a posteriori

Rozwazmy n-wymiarowy szereg zmiennych zintegrowanych rzgdu jeden
{¥Y:}+=1...r oraz model VECM:
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Ay, =TZ, +aBy,, +pZ:FjAyt_j +&,,t=-p+1,-p+2,...,0,1,....T (1)
J=
gdzie &, ~iiN,(0,X).
Dla uproszczenia notacji zapiszmy rozwazany model w postaci macierzowe;j:
AY =Y II'+ XTI +¢&, 2)
gdzie:
AY = (AypH,Aywz,m,Ayr)’, Y =Y, Y oY) §=6 008 050587,
=TTy T, ) X = (X 10X, X)) = (X0s X s X )

x, =(Z,, Ay'z—l ’ Ay'z—z LEREY) Ay't—p+1 )-

Przestrzen kointegracyjna jest r-wymiarowa hiperptaszczyzna zanurzona w
m-wymiarowej przestrzeni, czyli jest elementem rozmaito§ci Grassmanna
(Gy.mr)- Zaktadamy, ze macierz B spetnia warunek B’'B=I,, tym samym ograni-
czamy rozwazania do rozmaitos$ci Stiefela (V.,,).

Rozwazmy dwie parametryzacje macierzy II:

I =op' = (ox" Jpx) = {a(u'u)_; }[B(a’a);] —AB'=11 3)

W pierwszej parametryzacji (II=af’), B jest elementem rozmaitos$ci Stiefel,
natomiast o jest nieograniczone, w drugiej (II=AB’) — B jest nieograniczone, A
nalezy do rozmaitosci Stiefela. Macierz a'a jest symetryczna i dodatnio okre-
slona, tak wigc jej pierwiastek kwadratowy jest jednoznacznie okreslony.

Dla B i a przyjmujemy rozklady macierzowe normalne (Koop, Ledn—
Gonzalez, Strachan, 2006):

Blr,v ~mN,  (0,1,,VP,)

a

-1
. “4)
B,z,v~mN,.| 0,v|BPB| ,I,

T

Parametr v okresla stopien rozproszenia rozktadow. Macierz P, jest ,,macie-
!

rza wazona”: P, =HH'+7H H, , H jest konstruowana przez badacza. Swoja

wiedzg na temat elementéw P badacz ujmuje w macierzy H,, ktora nastgpnie
1

przeksztatlca w H=H g(H <H gj : bedaca elementem rozmaitosci Stiefela.

Macierze H 1 H, rozpinaja tg samaq przestrzen (sp(H)=sp(H)). Parametry t i v
moga by¢ okreslane przez badacza lub estymowane.
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Przedstawmy macierz B jako iloczyn jej kierunku i normy (ang. polar de-

1 1 1
composition) B=B(B'B)2(B'B) =p(B'B)2 (rozklad ten jest jednoznaczny,
Cadet, 1990, Muirhead, 1982, 2005), co umozliwi przejscie do klasy rozktadow

okreslonych na rozmaitos$ci Stiefela - Matrix angular central Gaussian distribu-
tion (MACQG). Klasa ta zostata zdefiniowana przez Y. Chikuse w 1990r.

1 1 L
)= 2(22)>(ZZ): =H,T? oraz Z~MN (0,1 £ E(mxm)) wowczas

Jezeli Z,
koo —
S, (H,)= |Z|7 H, X 'H,| > - MACG(Z). Dla == rozklad jest jednostajny.
Blv,z ~ MACG(P, ) (5)

Dla =0 rozktad jest skupiony wokot kierunku wyznaczonego przez H, dla
t=t00 przez H,. Dla =1 P=I,, co oznacza, ze rozktad jest jednostajny (MA-
CG(1)).

Dla pozostatych parametrow modelu przyjmijmy nastgpujace rozktady:

— odwrotny Wishart dla Z:

L ~il(A,q)

p(E)=cA"’[z

el L)

q=n, A—nxn PDS, ¢=2""? 7["("_1)/4Fn (q)
E(2)=(g-n-1)"A

(6)

— macierzowy normalny dla I'; (=0,...,p-1):

L[Z~mN,, (A, kL, E)i=0]..,p-1
-n/2

-d;[2 %

P(ri|2): ci71|2'| ‘hildl

x exp(— %tr((hildl J{(r, -A,) =(r, - A,.))J

B >0, ¢ =(2z)", E(r,)=A,. covlvec(TE)=(n1,)Ox

(7

Im mniejszy parametr 4; tym mniejsze rozproszenia rozktadu.

Jezeli parametry T i v maja by¢ estymowane sugeruje si¢ przyjecie dla nich
rozktadu odwrotnego gamma typu 2 1~IG,(s.,n.), v~IG:(sy,n,). Dla 1 nalezy
przyjac takie parametry a priori aby cata masa prawdopodobienstwa byta sku-
piona w przedziale od 0 do 1 (Koop, Leén-Gonzélez, Strachan, 2006). Dla przy-
jetych rozktaddéw a priori otrzymujemy nastgpujace warunkowe rozktady a po-
steriori:

— normalny dla vec(a) 1 vec(B):
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sowania a'”

vec(alﬁ, Xv,,Y ~ N(E,ﬁu ),
vec(BXA,Z, v,7,Y ~ N(E,ﬁB ),

o, <((pv,v.p)en Lo v
Q, - [(A’ZIA)@) (Y_I’Y_lj +1, ®%Pflj_la

a= ﬁu ((ﬁ'Yﬁ; ®x! )vec((A ),)j, B= ﬁBvec(YferYZ‘lAj
odwrotny Wisharta dla X:

Ya,B,Ty,Ty,...,T, Y ~

p-1°

i=0

p-l '
~iW, [E'E+A+vaﬁ’ﬁa’+2(ri — A1, J'(T,-A,) ,T+q+dJ ©)

E=AY-Y_Ba - XI'

macierzowy normalny dla I';:

\2

[,0,B, T,y Doy T, 5 Y, 7~
' | -1
~ mNd,xn[uri >(Xi X, + (hildi)r j ’EJ (10)
ol '
e =27 | AY —apY, - > T X, (X +A (1, )
Jj=0
J#l

odwrotne gamma typu dwa dla ti v:

r

v,B,r ~ IG, (tr(v_lB'HlHL B) +s,(n—r)r+ nr)

(11
vir,B,r ~ IGz[tr[B'PlBj +s,,nr+ nvj

T

Losowanie przebiega z wykorzystaniem schematu Gibbsa i przetaczaniem
migdzy parametryzacjami o, B oraz A, B: i-tym krok rozpoczynamy od wylo-
Yz warunkowego rozktadu a posteriori dla o i obliczenia
AO=a (0" a?) "2, Nastepnie losujemy B z rozktadu p(B|A,Y) i obliczamy

BO=BOBY BOY1? oraz o'=A/(BY B?)!2.
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3. Estymacja punktowa

Jak juz wspomniano przestrzen kointegracyjna jest elementem rozmaitosci
Grassmanna, tak wigc do jej estymacji uzyjemy metody Villaniego (2006) wy-
korzystujacej miarg Frobeniusa.

Szukamy wektoraﬁ eG

rn—r>

bedacego miara tendencji centralnej rozkladu a
posteriori dla B

A

def ) ~
B= aNrgmlnE[l(B,[})] (12)
ﬁEGr,n—r
E(.) oznacza warto$¢ oczekiwana, a l( ,E) jest funkcja okreslona na
G r X Gr,n—r .

r,n—

(0.8)=pw) b - BEB) B aavie [a]=r(aa)” (13)

Punktowym estymatorem przestrzeni kointegracyjnej (ang. the posterior
mean cointegration space (PMCS) estimator) jest:

B=(v,,VsseisV,), (14)
gdzie v; jest wektorem wiasnym E[B(B'B)'B'] odpowiadajacym itej wartosci
wlasnej dla warto$ci ustawionych w malejacym porzadku (Villani, 2006).

Do estymacji E[B(B'B)'B'] wykorzystamy wzor:

N ' -1 !
%Zﬁ(i)(li(i)ﬂ(i)) B —= s E(p(p'p) " p). (15)
i=1

gdzie N oznacza liczbe losowan z rozktadu a posteriori, B”- macierz wyloso-
wang w itym losowaniu.

\; — warto$¢ wiasna E[B(P'B)"'B'] mierzy rozproszenie przestrzeni rozpietej
przez B w kierunku wyznaczonym przez odpowiadajacy jej wektor wiasny v,
co zostanie wykorzystane do zdefiniowania rozproszenia rozktadu a posteriori
(ang. the projective Frobenius span variation):

w eflb) ) (16)

Font r(n—r)/n

oraz jej obliczenia (Villani, 2006):

r—i/ti

e v 17
Rz r(n - r) n 17
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4. llustracja empiryczna

Zaprezentowana metoda zostanie wykorzystana do analizy sprze¢zenia infla-
cyjnego w gospodarce polskiej w latach 1993-2002.

Rozwazmy szereg zawierajacy 5 zmiennych: place (W), indeks cen kon-
sumpcyjnych (P), indeks cen importu (M), wydajnos¢ pracy (Z), stop¢ bezrobo-
cia (U).

Model zostat wybrany, z wykorzystaniem metody Newtona-Rafterego
(Kass, Raftery, 1995), sposrdd 24 modeli, dla ktérych zatozono rowne prawdo-
podobienstwa a priori. Rozwazono model z jednym lub dwoma opo6znieniami,
z rzedem kointegracji od 1 do 4, bez stalej, ze stala ograniczona do relacji
kointegracyjne;j i ze stata nieograniczona.

W rozktadzie odwrotnym Wisharta jako parametr A przyjeto estymowana
wartos¢ £ w modelu bez stalej, z jednym opdznieniem i macierza I1 pelnego
rzedu. Do ustalenia parametru rozkladu a priori wykorzystano analizowane da-
ne, co nie jest zgodne z zasadami wnioskowania bayesowskiego, dlatego tez
przyjeto mata liczbg stopni swobody w rozwazanym rozkladzie, g=n+2. Roz-
ktady a priori dla T’y oraz I'; scentrowano w zerze, za parametr kontrolujacy
stopien rozproszenia przyjeto £=10", ie{0,1}. Dla parametru T przyjeto warto$¢
jeden, tym samym uzyskujac nieinformacyjny rozktad a priori dla B, natomiast
dla v przyjeto rozklad 1G,(6,4).

Rysunek 1 prezentuje najwigksze prawdopodobienstwa a posteriori jako
funkcje liczby losowan, s=1 oznacza model bez statej, s=2 model ze stata nie-
ograniczona, s=3 model ze stala ograniczona do relacji kointegracyjnej, p wy-
znacza liczbg opdznien, r ilo$¢ liniowo niezaleznych relacji kointegracyjnych.
Patrzac na prawdopodobienstwa a posteriori najlepszy jest model bez state;j,
z dwoma opoznieniami i trzema relacjami kointegracyjnymi.

;;;;;;
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Rys. 1. Zalezno$¢ najwigkszych prawdopodobiefistw a posteriori od liczby losowan
Zrodto: opracowanie wiasne.

Ponizej zaprezentowano wartosci oczekiwane a posteriori elementdow ma-
cierzy a, B, IT oraz punktowa oceng macierzy A i  bedacych elementami
rozmaito$ci Stiefela. Oszacowane rozproszenie dla A wynosi 0,1749, co wska-
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zuje na do$¢ informacyjny rozktad a posteriori, natomiast oszacowane rozpro-
szenie rozktadu a posteriori wynosi 0,0021.
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Rysunek 2 prezentuje przyktadowe histogramy rozkladow a priori (linia
ciagla) oraz a posteriori (obszar) parametréw modelu. W histogramach parame-

trow Bys, o153, I1i4 ucigto ogony rozktadow a priori.
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Rys. 2. Histogramy brzegowych rozktadow a priori (linia ciagla) oraz a posteriori

(obszar) wybranych parametréw modelu
Zrodto: opracowanie wiasne.
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Ksztatt histogramow rozktadow a priori (rozproszone) i a posteriori dla
elementow macierzy A oraz  wskazuje, iz przyjgcie Sredniej arytmetycznej dla
podsumowania tych rozktadéw nie bytoby wlasciwe. Nalezy zastosowac miary
okreslone na rozmaitosci Stiefela, na przyktad metode estymacji punktowej za-
proponowana przez Villaniego (2006).

4. Podsumowanie

Do glownych zalet prezentowanej metody nalezy tatwos$¢ wprowadzania
informacji a priori oraz wykorzystanie procedury Gibbsa do uzyskania proby z
rozktadu a posteriori.

Trudnos$ci w interpretacji czgSci wynikow otrzymanych w analizie sprzgze-
nia ptacowo — cenowego w gospodarce polskiej moga by¢ spowodowane uzy-
ciem szeregu danych o wysokiej czestotliwosci. Wykorzystanie informacyjnego
rozktadu a priori skonstruowanego w oparciu o teori¢ ekonomii oraz wczesniej-
sze badania moze pomdc w pokonaniu zasygnalizowanego problemu.
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