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Przetgcznikowe modele Markowa dla cen energii
elektrycznej na gietdzie energii w Polsce

1. Wstep

Modele GARCH, charakteryzujace si¢ autoregresyjnymi zalezno§ciami w
roOwnaniu wariancji warunkowej, wykorzystywane sa do modelowania finanso-
wych szeregdw czasowych ze wzgledu na wystepujace w nich zjawisko grupo-
wania wariancji. Z kolei przetacznikowe modele Markowa, poprzez losowe
przetaczanie procesu do réznych rezimow (Stawicki, 2004), umozliwiaja roz-
roéznienie okresow odpowiadajacych réznym poziomom zmiennos$ci zmiennej
endogenicznej. Hamilton i Susmel (1994) zaproponowali potaczenie tych
dwoch podej$¢ poprzez wprowadzenie losowej zmiany rezimu w rOwnaniu wa-
runkowej wariancji modelu ARCH (Markov-switching ARCH, SWARCH). U-
ogo6lnieniem modelu SWARCH jest model GARCH o zmiennym rezimie (MS-
GARCH), ktoéry umozliwia bardziej doktadny opis dynamiki wariancji procesu
réznigcej si¢ na przestrzeni reziméw (Frommel, 2004).

W pracy prezentowane sa teoretycznie rozne specyfikacje przetaczniko-
wych modeli Markowa, uwzgledniajace zalezno$ci autoregresyjne zardwno w
rownaniu $redniej warunkowej, jak 1 wariancji warunkowej procesu. W czesci
empirycznej oszacowano i zweryfikowano przetacznikowe modele Markowa
dla dziennych cen energii elektrycznej w Polsce.

2. Ogolna postac przetgcznikowego modelu Markowa

Hamilton (1990) zaproponowat posta¢ przetacznikowego modelu Markowa
MS(N)-AR(p) opisujaca zmiany wartosci $redniej i wariancji autoregresyjnego
procesu ekonomicznego na przestrzeni rezimow:
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yt = Cs[ + ¢1,s, yt—l + ¢2,S, yt72 +..+ ¢p,s, yt—p + gt (1)
gdzie:
& =o,u, dlau ~1D(0,1),
¢,,» §, - parametry zwigzane z danym rezimem,
s; - jednorodny N-stanowy tancuch Markowa o macierzy prawdopodobienstw
przejscia P = i;?” g
Hamilton (1994) formutuje nastepujaca relacj¢ na warunkowy rozktad
zmiennej sterujacej zmianami rezimu s,:
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gdzie posta¢ funkcji gestosci rozktadu warunkowego zmiennej y, zalezy od
funkcji gestosci g() postulowanego rozktadu sktadnika losowego (Doman,
2005):"
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Uogolnienie przetacznikowego modelu Markowa postaci (1) polega na wia-
czeniu do modelu dodatkowej zmiennej egzogenicznej. W takim przypadku po-
sta¢ macierzowa modelu jest nastgpujaca (Kaufmann, 2000):

v =Xp, +e, &~1DO, o) (4)

gdzie:
Xt = (13 yt-la-"’ yt—pa Xta"'a Xt—q)a
T
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3. Struktura GARCH dla przetgcznikowych modeli Markowa

W literaturze ekonometrycznej opisane zostaty rozne mozliwe specyfikacje
roOwnania wariancji warunkowej dla modelu MS-GARCH, ktore stanowia apli-
kacje modelu GARCH(p,q) uwzgledniajace zmienno$¢ reziméw (Gray, 1996,
Klassen, 2002):

" 1(j) oraz 6,(j) oznaczaja odpowiednio warunkowa $rednia i warunkowe odchylenie
standardowe procesu, zalezne od rezimu j, w ktorym znajduje si¢ proces w chwili t. W
zaleznosci od wlasnosci modelowanego szeregu w rownaniu $redniej warunkowej moz-
na uwzgledni¢ schemat autoregresyjny. W badaniach empirycznych przyjmuje si¢ naj-
czgdciej zatozenie, iz innowacje maja rozklad: normalny, t-Studenta, GED, sko$ny t-
Studenta.
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q p
h =0, + Z ai(s,)gtz—i + Z ﬁi(s,)ht—i (%)
i1 i=1

gdzie:
h,- wariancja sktadnika losowego warunkowa wzgledem zbioréw informacji:

@, oraz historii przetaczen procesu do poszczegoélnych rezimoéw Et ,

@, - wyraz wolny zalezny o zmiennej rezimowej,

@,y - parametry zwiazane ze struktura ARCH, zalezne od zmiennej rezimo-
wej,

Bis,y - parametry zwiazane ze struktura GARCH, zalezne od zmiennej rezi-

mowe;j.

Natomiast szacowanie sktadnika h.; w rownosci (5) przysparza trudnosci
natury numerycznej ze wzgledu na pojawienie si¢ ,,Sciezki zaleznosci” (path —
dependence) obrazujacej cala histori¢ przetaczen procesu do poszczegdlnych
rezimoéw (Cai, 1994 oraz Hamilton i Susmel, 1994). Problem ten zostanie
przedstawiony dla modelu MS(2) - GARCH(1,1).

hyy = @ + a8y + by,
_ 2
hn1 =o, +a,&; +bh,

hy 2 = @, + a6, +byhy

\ hypy = @ + &, +bihy,

2
h1|2 =wm, +a,&; +b,h,

hy

hypy = @, + 026, +byhy,

Rys. 1. Ewolucja wariancji warunkowej w modelu GARCH z rezimowg $ciezka zalez-
) nosci
Zrodto: Gray (1996), s. 35.

Kazda wariancja warunkowa dotyczaca modelu ze ,,$ciezka zaleznosci” za-
lezy nie tylko od biezacego rezimu, ale od catej dotychczasowej historii proce-
su sterujacego zmiang rezimu, co uwidaczniaja rozchodzace si¢ galgzie powyz-
szego drzewa.

W kolejnej specyfikacji poprzez wprowadzenie do wyrazenia (5) operatora
wartosci oczekiwanej uzalezniono warunkowa wariancj¢ tylko od biezacego

rezimu s, , a nie od calej Sciezki s, , (Gray, 1996):

ht = a)s, + as, 812—1 + ﬂs, Et—Z[ht—l] (6)
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gdzie:
h = E[yt2—1|q)t—2] - (E[yt—l|q)t—2])2 =P(s,, = 1|(Dt—2) : (/ul2 +hy )+ 7
+P(s,, = 2|(szz) (45 +hyy ) = AP(s,, = 1|(Dz72) iy +P(s, = 2|ch72) e

Rysunek (2) obrazuje ewolucjg warunkowej wariancji w modelu GARCH o
zmiennym rezimie.
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Rys. 2. Ewolucja wariancji warunkowej w modelu GARCH bez , $ciezki zaleznosci”
Zrodlo: Gray (1996), s. 36.

W dowolnym okresie w wyniku przeprowadzanej agregacji wariancji wa-
runkowych wzgledem aktualnego rezimu (hy; dla i = 1,2) konstruowana jest wa-
riancja warunkowa (h,) wzgledem zbioru obserwowalnych informacji (®y;) a
nie reziméw, jak to miato miejsce w poprzedniej specyfikacji. Opisana zalez-
no$¢ obrazuja galezie drzewa, ktore w kazdym kolejnym kroku tacza si¢ we
wspolnym wezle.

Ostatnig specyfikacje warunkowej wariancji modelu GARCH (1,1) o
zmiennym rezimie mozna przedstawi¢ w postaci nastgpujacego roéwnania:

h=a, +a,&,+ B, E_[h_/s] ®)
gdzie
ht—l = P(St—l =1|CD[71)-(IL112 +hlt—1)+P(S171 = 2|®t—1)'(/“22 +h21—1)_

)
- {P(St—l = 1|CI)[71) C +P(S[71 = 2|th—1) ',uz}z

? Ostatnia specyfikacja warunkowej wariancji dla modelu GARCH o zmiennym re-
zimie wykorzystuje prawdopodobienstwa filtrowane, natomiast w poprzedniej specyfi-
kacji uzyto prawdopodobienstw ex-ante (Klassen, 2002).
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Problem wystgpowania s$ciezki zalezno$ci w réwnaniu wariancji warunkowe;j
ma kluczowe znaczenie przy sporzadzaniu wielookresowych prognoz zmienno-
sci.

4. Przyktad numeryczny

Badania empiryczne zostaty przeprowadzone w oparciu o dzienne notowa-
nia spot energii elektrycznej na polskiej Gietdzie Energii w okresie 02.01.2004
— 31.12.2006. Oszacowano posta¢ przetacznikowego modelu Markowa zapro-
ponowanego przez Hamiltona i Susmela (1994):

V=V+o-ytuy, (10)
przy czym dla sktadnika losowego u; przyjgto specyfikacie SWARCH — L(3,2):

u, =g, U
u,=h,-v,
W =a,+aiul +au’, +&-d, | i}, (11)
ldau,,<0
-l :{0 dla T, >0

gdzie: zmienna s, sterujaca zmianami rezimu jest modelowana jako 3-stanowy
fancuch Markowa.

Dysponujac obserwacjami zmiennej y, dla t = 1, 2, ..., T mozna zbudowac
funkcje wiarygodnosci:

N T N
L(ylayza""yT;H):Zlog(Zf(yt |St :j’th—l;e)P(St :j|q)t—l;9)J (12)

(=1 j=l

Estymacje¢ parametrow tego modelu przeprowadzono w pakiecie Ox wyko-
rzystujac kody programowe napisane przez Hamiltona.

Na podstawie wynikéw zamieszczonych w tabeli 1 mozna wnioskowacé, iz
wariancje przypisane odpowiednim stanom réznig si¢ od siebie dla kazdego
oszacowanego modelu przetacznikowego. Przyktadowo wyniki uzyskane dla
modelu SWARCH-L(3,2) wskazuja, iz wariancja odpowiadajaca drugiemu re-
zimowi jest ponad czterokrotnie wyzsza od wariancji charakteryzujacej pierw-
szy rezim, a w trzecim rezimie jest ponad trzynastokrotnie wyzsza w stosunku
do pierwszego rezimu, co uzasadnia wybor modelu przetacznikowego do opisu
zmiennoS$ci cen energii elektrycznej na polskiej Gietdzie Energii. Warto row-
niez zwroci¢ uwagg, iz prawdopodobienstwa utrzymania si¢ standéw wysokiej,
sredniej i niskiej zmienno$ci sa wysokie, co odzwierciedla efekt grupowania
wariancji w szeregach stop zwrotu cen energii. Podobne wyniki otrzymano dla
modelu SWARCH(2,0).
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Tabela 1 Parametry modelu SWARCH

SWARCH(3,2) SWARCH-L(3,2) SWARCH(2,0)
const 0.10491258 -0.080703910 0.08988490
0 -0.22516631 -0.14736107 -0.22255117
0y 15.348751 3.4173519 13.215834
oy 0.24141784 0.0049463894 -
0, 0.19174416 0.057990611 -
& - 0.90538713 -
v - 5.0749257 -
2 1 1 1
2 0.18257100 4.0064729 5.5615685
23 2.1873915 13.553465 -
P11 0.57932120 0.99240311 0.9175262
P2 0.56702740 0.99388004 0.8019476
P12 0.42067880 0.0075968939 -
P 0.00000000 0.00000000 ;
P31 0.40554684 0.0000000066 -
P33 0.59445300 0.98016587 -
Log lik -3314.7072 -3292.9939 -3344.0826
n 1095 1095 1095

Zrédio: Obliczenia wiasne.

W przypadku pierwszej specyfikacji modelu przetacznikowego, w ktorej

zrezygnowano z modelowania efektu dzwigni finansowej oraz zatozono rozktad
normalny sktadnika losowego otrzymano nietypowa ocen¢ wariancji w rezimie
sredniej zmiennosci. Ponadto oszacowania prawdopodobienstw przej$cia dla
tancucha Markowa wskazuja na mniejsza trwalos¢ poszczegolnych rezimow w
poréwnaniu z pozostalymi modelami. W tym przypadku nalezy rozwazy¢ zmia-
ng liczby stanéw w jednorodnym tancuchu Markowa z trzech do dwoch.
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3. Teoretyczne zwroty oraz wygladzone prawdopodobienstwa osiagnigcia stanu
niskiej i $redniej zmiennosci dla modelu SWARCH-L(3,2) cen energii.

Zrédlo: Obliczenia whasne.
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Na podstawie wyznaczonych reszt modeli zweryfikowano hipotezy doty-
czace dynamicznej specyfikacji poszczegdlnych modeli. Wartosci poszczegol-

nych statystyk testowych zostaly zamieszczone w tabeli 2.
E=S—
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Rys. 4. Reszty modelu oraz wartosci wariancji warunkowej dla modelu
SWARCH-L(3,2)

Zrédlo: Obliczenia whasne.

Panel dolny na rysunku 4 przedstawia warto$ci wariancji warunkowej pro-
cesu cen energii elektrycznej, ktore maja szczegdlne znaczenie dla uczestnikow
gietdowego rynku energii w Polsce ze wzgledu na ich przydatno$¢ w procesie
zarzadzania ryzykiem rynkowym.

Tabela 2. Testy weryfikujace dynamiczna specyfikacjg przetacznikowego modelu

Markowa
Test SWARCH(3,2) SWARCH-L(3,2) SWARCH(2,0)
Test Ljunga-Boxa 311,9 331,9 313,5
Test Jarque-Bera 174,3 163,1 186,7
Test LM na efekt ARCH 84,6 85,5 94,1
AIC -3325,7072 -3305,9939 -3350,0826
S.C. -3353,1972 -3338,4839 -3365,0781

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Wyniki testow zamieszczonych w tabeli 2 potwierdzaja, iz reszty poszcze-
gblnych modeli nie spelniaja zatozen biatego szumu, tzn. sa skorelowane oraz
heteroskedastyczne, ich rozklady odbiegaja w istotny sposob od rozktadu nor-
malnego.

5. Uwagi kohcowe

Podsumowujac, nalezy zwrdci¢c uwage na nastgpujace wiasnosci modelu
GARCH o zmiennym rezimie:
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v wigksza elastyczno$¢ modelu dotyczaca przejmowania trwatosci szokow w
poziomie zmiennosci,’

v struktura ARCH i GARCH modelu pozwala na uwzglednienie efektu wa-
runkowej heteroskedastyczno$ci w istotny sposob rozniacej si¢ na prze-
strzeni rezimow.

Analizujac wyniki badan empirycznych, ktére dotyczyty modelowania ryn-
kowych cen energii elektrycznej mozna sformutowaé nastgpujace wnioski. Na-
lezy zmieni¢ specyfikacj¢ zarowno rownania $redniej warunkowej procesu, jak i
wariancji warunkowej. Szeregi stop zwrotu cen energii elektrycznej podlegaja
wahaniom periodycznym, ze wzgledu na szczegodlny charakter energii elek-
trycznej jako towaru podlegajacego obrotowi gieldowemu. Struktura autoregre-
syjna rzedu pierwszego uwzgledniona w rozwazanych modelach okazata sig
niewystarczajaca dla opisu badanych zaleznosci. Z tego powodu w kolejnych
badaniach nalezy uwzgledni¢ zaleznos$ci autokorelacyjne wyzszych rzedow oraz
strukture ARCH zastapi¢ struktura GARCH o zmiennym rezimie.
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? Nie wszystkie zaburzenia pojawiajace si¢ na rynku trwale oddziatywuja na poziom
cen. Dzigki odpowiedniej konstrukcji tych modeli trwato$¢ tego rodzaju zaburzen moz-
na pomniejszy¢ poprzez przetaczenie procesu do rezimu o nizszym poziomie zmienno-
$ci, co powoduje iz dana informacja szybko znajdzie si¢ ,,poza rynkiem”.



