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Markov Set - Chains jako narzedzie analizy zmian
struktury wydatkéw gospodarstw domowych w Polsce
w latach 1993-2005

Model tancucha Markowa jest opisem procesu stochastycznego w dyskret-
nej przestrzeni stanéw oraz w dyskretnym czasie. Podstawowa zaleznos$¢ okre-
slajaca rozktad bezwarunkowy w chwili ¢+ 1 ma postac:

xt+1 :xt 'Pt’

gdzie x, jest wektorem rozktadu bezwarunkowego, a P, - macierza prawdopo-

dobienstw warunkowych w chwili ¢.

Jesli dla kazdego ¢ macierz P, = P to proces nosi nazwg jednorodnego lafcu-
cha Markowa. Macierz prawdopodobienstw warunkowych moze zaleze¢ od
pewnych czynnikow w chwili # i wowczas podstawowa zalezno$§¢ mozna

przedstawi¢ w postaci:
X, =x-P(z),

t+1

gdzie z, jest wektorem obserwowanych czynnikow.

W niniejszym referacie tancuch Markowa stanowi narzedzie opisu zmiany
struktury wydatkow gospodarstw domowych rozumianej jako wektor:

X, = (leaxzza"'axzr)’

w ktorym x, okresla udziat wydatkow w roku ¢ na okreslong i — ta grupg dobr
w catosci wydatkéw gospodarstwa domowego spetniajacego warunki:
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;l%lxﬁ >0 oraz ?;xﬁ =1.

W tym przypadku zjawisko nie ma charakteru procesu stochastycznego
jednowymiarowego, realizowanego w dyskretnej przestrzeni stanow. Mozna by

traktowa¢ wektor X, jako rozklad prawdopodobiefnstwa wydatkowania przez

okreslone gospodarstwo domowe losowo wybranej jednostki pieni¢znej na pro-
dukty z jednej z grup towarowych. Obserwacja dla pojedynczego gospodarstwa
domowego mogtoby stanowi¢ realizacje wspomnianego procesu. W przypadku
obserwowanych struktur wydatkéw dla ogétu gospodarstw domowych badz
wybranych grup ze wzgledu na pewne kryterium (np. liczebnosci gospodarstwa
domowego, zrodta dochodow) prowadzi do postugiwania si¢ $rednim gospodar-
stwem badz lepiej — typowym gospodarstwem domowym. Brak jasnej interpre-
tacji procesu nie przeszkadza jednak w wykorzystaniu narzg¢dzia, jakim sg tan-
cuchy Markowa do badania zmian struktury. Proste miary podobienstwa czy
zroéznicowania nie pozwalaja na wyznaczenie prognoz. Lancuchy Markowa
pozwalaja uzyskaé prognoze struktury.

Przedziatowe tancuchy Markowa sa propozycja sprowadzenia poszukiwania
niejednorodno$ci macierzy przejs¢ do wykorzystania przedziatu macierzowego,
z ktérego pochodza stochastyczne macierze. Modele oparte o koncepcje¢ Mar-
kov-Set Chains wprowadzit D. J. Hartfiel'. Podstawa wspomnianej wyzej teorii
jest przyjecie zatozenia, ze macierz przejscia w kazdym kroku pochodzi ze
zbioru macierzy okreslonego poprzez przedziaty w jakich moga zmienia¢ si¢
poszczegodlne jej elementy. Struktura wyjsciowa jest okreslona jako przedziat
wektorowy; struktury w kolejnych okresach sa zbiorami wypuklymi i moga by¢
przyblizone przedzialami wektorowymi.

Przez stochastyczny przedzial wektorowy [ﬁ, q] w przestrzeni R", gdzie
q =P =0 rozumie si¢ zbiér wektorow:

[p.a]=xer:p<x<qf,
przy czym in =1.

Stochastyczny przedzial wektorowy jest wielo§cianem wypuktym. W
szczegblnym przypadku, gdy q =p przedzial wektorowy sprowadza si¢ do

punktu. W przypadku wektorow z przestrzeni R’ jest to odcinek. Przedziat

" Teoria ta zostala przedstawiona w pracy Hartfiela (1999). W Polsce zagadnieniami
tymi zajmowali si¢ A. Decewicz i A. Gyczew (2001). Autorzy ci nie wprowadzili pol-
skojezycznego odpowiednika Markov-Set Chains. Termin przedziatlowe tancuchy Mar-
kowa Stawicki (2002). Wcze$niej terminem ,.tancuch przedziatami Markowa” postugi-
wat si¢ w swoich pracach A. Tabeau. Stowo ,przedzial” odnosilo si¢ jednak do osi
czasu.
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wektorowy w przestrzeni R’ jest wielokatem wypuktym o maksymalnie sze-
sciu katach. Moze on by¢ zredukowany do odcinka lub w szczegdlnym przy-
padku do punktu. Kazdy stochastyczny przedziat wektorowy moze by¢ przed-

stawiony w postaci tak zwanego przedziatu [ﬁ, ﬁ] napigtego. Przedziat napigty
to taki przedzial wektorowy, w ktorym wszystkie wspotrzedne wektora E oraz
wektora q sa napigte. Dla wspotrzednych tych wektorow spelnione sa nastgpu-
jace warunki:

p[ = ,mlg x,‘ B
xe[p.q]
q;, =max x,.
(= i

Dowolnemu przedziatlowi stochastycznemu odpowiada rownowazny mu prze-
dziat stochastyczny napiety.
W podobny sposob okresla si¢ stochastyczne przedzialty macierzowe

[P, Q], gdzie P = lp” J, Q= lq i/J sa macierzami kwadratowymi stopnia n
oraz Q > P > 0. Stochastycznym przedzialem macierzowym nazywa si¢ zbior
macierzy:

[P,Q]={A;P<A<Q},
gdzie A = |_aij J jest macierza stochastyczna.

Dla stochastycznych przedzialdbw macierzowych okresla si¢ w podobny
sposob jak dla przedziatéw wektorowych napigcie przedziatu.

Przez przedzialowy tancuch Markowa rozumie si¢ ciag zbioré6w macie-
rzowych:

M,M*M°*,.. . MF*,...

gdzie M jest zbiorem macierzy stochastycznych, natomiast M* jest zbiorem
okreslonym nastepujaco:

Mf ={A; A=A, A, ..-A,}, gdzie VA, e M.

Symbolicznie mozemy to zapisa¢ nastepujaca formuie:
S, =S,-M,

gdzie S, oznacza zbior wektoréw stochastycznych otrzymanych z dowolnego
wektora stochastycznego ze zbioru poczatkowego S, pomnozonego przez do-

wolng macierz stochastyczna ze zbioru M.

Przedziatowy tancuch Markowa jest zatem niejednorodnym tancuchem, w kto-
rym macierze prawdopodobienstw przej$s¢ w kolejnych krokach sa dowolnymi
macierzami ze zbioru M. W szczego6lno$ci zbiorem M moze by¢ stochastycz-
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ny przedzial macierzowy. Twierdzenia dotyczace tak rozumianych przedziato-
wych tancuchow Markowa pozwalaja okresli¢ zbiory S,,S,,S;, ... w kolej-

nych okresach, jesli znany jest poczatkowy stochastyczny przedziat wektorowy
S, 1 zbior macierzy M w postaci przedzialu macierzowego. Proponowane sa

trzy metody wyznaczania zbioru S,: metoda wyznaczania wierzchotkow, me-

toda Hi-Lo oraz symulacyjna metoda Monte Carlo”. Metoda Hi-Lo pozwala w
kazdym kroku okresli¢ przedzial wektorowy.
Praktyczna strona zagadnienia sprowadza si¢ do okreslenia zbioru macierzy

M w postaci przedzialu macierzowego [P, Q], oraz przedziatu wektorowego
S, . Jako przedziat S, mozna przyja¢ wektor struktury charakteryzujacy okre-

slone gospodarstwo domowe. Pozwoli to na prognoze struktury w kolejnych
latach w postaci przedzialu wektorowego.

W omawianym zagadnieniu analizy struktury wydatkow gospodarstw do-
mowych wyodrebniono cztery grupy wydatkow:

1. wydatki na zywnos¢,

2. wydatki na artykuly niezywno$ciowe (w tym: odziez i obuwie, miesz-

kanie, higiena osobista),

3. wydatki na ustugi (w tym: transport i tacznos$¢, rekreacja i kultura, edu-

kacja, zdrowie),

4. pozostate wydatki.

Struktura wydatkéw konsumpcyjnych gospodarstw domowych zalezy od
wielu czynnikéw o réznym charakterze. Na podstawie danych z budzetéw go-
spodarstw domowych bada si¢ struktur¢ wydatkéw gospodarstw migdzy innymi
wedlug grup spoteczno-ekonomicznych, do ktorych te gospodarstwa naleza, ale
rowniez wedtug grup dochodowych czy liczby 0s6b w rodzinie.

W latach 90-tych mialy miejsce istotne zmiany w strukturze wydatkéw go-
spodarstw domowych. Tabela 1 zawiera dane dotyczace ogodlnej struktury wy-
datkow gospodarstw domowych z podziatem na 4 grupy wydatkow. Najwigk-
szy udzial w ogole wydatkow miaty wydatki na zaspokojenie potrzeb podsta-
wowych takich jak zywnos¢. Chociaz udzial wydatkow na zywnos¢ byt najwyz-
szy, to jednak w badanym okresie, czyli w latach 1993-2005, systematycznie si¢
zmniejszat. Przyczyna tego byta podwyzka cen podstawowych towardw, a takze
komercjalizacja ustug w sferze utrzymania mieszkania, ochrony zdrowia,
ksztalcenia oraz zwolnienie tempa wzrostu cen zywno$ci w ostatnich latach. Na
skutek wzrostu obciazenia budzetéw gospodarstw domowych statymi optatami
za uzytkowanie mieszkania w tym podwyzka czynszu oraz cen no$nikéw ener-
gii, nastgpowal systematyczny, powolny wzrost udzialu wydatkow na mieszka-
nie, a co za tym idzie wzrost udziatu wydatkéw na artykuly niezywnosciowe w

? Charakterystyke metody wierzchotkéw oraz metody Hi-Lo przedstawié¢ Hartfiel
(op.cit), Metode symulacyjna jak rowniez wezesniej wspomniane przedstawita Samuels
(2001).
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ogole wydatkéw gospodarstw. Rowniez udzial wydatkéw na ushugi (takie jak:
zdrowie oraz transport i tacznos¢) ulegal ciagtemu wzrostowi.

Tabela 1. Struktura wydatkéw gospodarstw domowych w wydatkach ogoétem w Polsce
w latach 1993 — 2005 (w %)

Rok Artykyu%.y Zywno- Artyku,1y. niezywno- Ushugi Pozostale
Sciowe Sciowe

1993 41,50 29,90 19,24 9,36
1994 39,86 30,50 19,85 9,80
1995 39,71 30,75 19,60 9,95
1996 37,80 31,39 20,68 10,13
1997 36,04 32,13 21,09 10,75
1998 31,53 32,11 22,06 14,30
1999 29,02 33,20 24,46 13,31
2000 28,75 31,77 26,01 13,46
2001 28,89 31,57 25,60 13,94
2002 27,49 32,73 25,63 14,15
2003 26,24 33,36 26,32 14,09
2004 26,11 32,67 27,08 14,14
2005 27,80 33,00 27,20 12,00

Zrédio: Opracowanie wlasne na podstawie danych GUS.
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Rys.1. Struktura wydatkéw gospodarstw domowych w Polsce w latach 1993-2005

) (udziat wydatkow w %)
Zrodlo: Opracowanie wlasne na podstawie Tabeli 1.
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W dalszej czgsci postuzono si¢ obserwacjami dotyczacymi gospodarstw
domowych z podzialem na gospodarstwa pracownicze, gospodarstwa pracow-
nicze uzytkujacych gospodarstwa rolne, gospodarstwa rolnikéw, gospodarstwa
emerytow i rencistow, gospodarstwa pracujacych na wiasny rachunek. Obser-
wowane struktury dotycza wskazanych grup ogoétem oraz z podzialem na wiel-
kos$¢ gospodarstw domowych. Podzial ten uwzglednia gospodarstwa jednooso-
bowe az do gospodarstw szeScioosobowych i wigkszych.

Dane statystyczne dostepne sa w postaci macierzy X ¢ = [xﬁ ]13x4
przedstawiajacej struktury wydatkow dla poszczegolnych grup spoleczno-
ekonomicznych. Wykorzystujac metode estymacji macierzy przejscia dla da-

nych zagregowanych z kryterium sumy bezwzglednych odchylen® otrzymano
macierze przejscia dla poszczegdlnych grup w postaci P, = p;f e

Macierze Poraz Q okreSlajace przedziat [P, Q] definiuje sie nastepujaco:
p, =minlpi ),
4, =max{p} }

W podobny sposob okreslony zostal przedziat wektorowy S, dla ostatniego

okresu obserwacji.
Zaréwno przedziat wektorowy S, jak i przedziat macierzowy [P, Q] poddane

zostaty procedurze napinania. Prognozy wyznaczono na dwa kolejne lata wyko-
rzystujac metode¢ Hi-Lo. Ponizej przedstawione sa zarowno przedziat wektoro-
wy, przedzial macierzowy oraz przedziaty macierzowe bgdace prognoza struk-
tury. Prognozy te nalezy odnie$¢ do dowolnego gospodarstwa domowego, ktore
moze zmieni¢ swoja liczebnos$¢ oraz zrdédto dochoddw.

Macierz dolna dla badanych zmian struktury ma posta¢ nastepujaca:

0,7924 0,0036 0,0130 0,0000
0,0000 0,7166 0,0037 0,0000
0,0000 0,0000 0,6363 0,0000
0,0211 0,0059 0,0038 0,5807

Macierz gorna ma postac:

3 Patrz: Lee, Judge, Zelner (1970).
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0,9562 0,1163 0,0913 0,0000
0,0302 0,9837 0,2034 0,1309
0,1127 0,2578 0,9753 0,1058
0,2079 10,2233 0,1676 0,9579

Przedziat wektorowy wyznaczony dla ostatniego roku obserwacji w postaci
minimalnych i maksymalnych udziatow wydatkéw w badanych grupach towa-
rowych obliczanych po wszystkich grupach spoteczno-ekonomicznych ma po-
sta¢ nastgpujaca:

S, =[p,q]=[(18,91 27,38 22,38 6,26) (40,68 38,06 35,87 11,29)]

Przedziat ten mozna przedstawi¢ na rysunku w postaci nastgpujace;j:
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Rys.2. Przedzial wektorowy struktury wydatkéw gospodarstw domowych w Polsce
w roku 2005

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Jako podstawe prognozy przyjeto wektor $redni, bedacy struktura dla gospo-
darstw ogoétem. Prognoze na rok 2006 otrzymano metoda symulacji. Najpierw

generowano macierz stochastyczng P, z przedzialu macierzowego |P,Q], a

nastgpnie wyznaczano prognoze ze wzoru:

XP2006 = X,p05 * P,

Z tak otrzymanych prognoz, wyznaczajac elementy minimalne i maksymalne
otrzymano przedzial wektorowy.

S, =[p.q] =[(25,05 32,89 26,39 11,56) (28,65 33,58 28,71 12,96)]
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Rys.3. Przedzial prognozy dla struktury wydatkéw gospodarstw domowych w 2006 r.
Zrddio: opracowanie wiasne.

Nalezy zauwazy¢, ze duza rozpigtos¢ udziatu wydatkow jest dla wydatkow
na zywnos$¢ wynoszaca 3,6, natomiast udziat wydatkow na artykuty niezywno-
sciowe jest bardzo stabilny. Duza niestabilnos$cia charakteryzuje sig¢ tez udziat
wydatkéw na ushugi (2,32). Otrzymane prognozy potwierdzaja rowniez ogdlna
tendencj¢ zmian w strukturze wydatkoéw, a mianowicie: spadek udziatu wydat-
koéw na zywnos$¢ i wzrost udziatu wydatkéw na artykuly niezywnosciowe i
ustugi w ogoélnej strukturze wydatkow.
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