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Wykorzystanie warunkowej asymetrii w badaniu zalez-
nosci pomiedzy oczekiwang stopg zwrotu a poziomem
ryzyka. Bayesowska analiza dla indeksu WIG

1. Wprowadzenie

Celem artykulu jest zastosowanie wnioskowania bayesowskiego w badaniu
relacji pomigdzy oczekiwana stopa zwrotu a poziomem ryzyka na Gietdzie Pa-
pierow Wartosciowych w Warszawie. Na podstawie migdzyokresowego mode-
lu CAPM (ang. Intertemporal-CAPM), zaproponowanego przez Mertona
(1973), zbudowano og6lny model probkowy, w ktorym mozliwe jest testowanie
omawianej relacji. W rozwazanym modelu statystycznym jednym ze zrodet za-
lezno$ci pomigdzy oczekiwanym zwrotem a poziomem ryzyka jest asymetria
rozktadu warunkowego stop zmian. Propozycja ta wykorzystuje koncepcje
GARCH-In-Mean Osiewalskiego i Pipienia (2000) oraz dostarcza formalne;,
ekonomicznej interpretacji sko$nosci wystepujacej w modelu probkowym.

W artykule rozwazamy wiele konkurencyjnych specyfikacji dopuszczaja-
cych warunkowa asymetrig. W szczegolnosci zastosowano mechanizm ukryte-
go ucigcia, alternatywne skalowania wokot modalnej, transformacje rozktadem
Beta, gestosci Bersteina oraz podejscie konstruktywne.

Na podstawie danych dotyczacych notowan indeksu WIG dokonujemy ana-
lizy wplywu wprowadzenia do modelu warunkowej asymetrii stop zmian na po-
stulowana relacje¢ pomigdzy oczekiwang stopa zmian a poziomem ryzyka. Pre-
zentowane sa tez dodatkowo wyniki bayesowskiego poréwnania modeli oraz
dyskusja nad zrodtami réznic w mocy wyjasniajacej rozwazanych specyfikacji.
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2. Wprowadzenie asymetrii do rozktadu prawdopodobienstwa

W pracy rozwazamy ogdlne podejscie do narzucenia sko$nosci na ggstosé
symetrycznego jednowymiarowego rozktadu prawdopodobienstwa, ktore wyko-
rzystuje transformacje dystrybuanty. Rodzina zmiennych losowych [P={g,
& Q—R}, o gestosci s(.|6,17,) jest nazywana uskosnieniem rodziny / (zmien-
nych losowych o symetrycznych jednomodalnych gestosciach f{.|6) i dystrybu-
antach F(.|6), takich, ze warto§¢ modalna jest osiagana dla x=0) jesli s jest za-
dane przez iloczyn:

s(x |6,17,)~Ax|0)-p(F(x|6) |1,), for xeR, (1)
gdzie p(.|rn,) to gestos¢ rozkladu prawdopodobiefistwa okreslona na (0,1).
Zgodnie z (1) asymetryczna gesto$¢ s(.|6,7,) uzyskujemy z f{.|6) przez zastoso-
wanie p(.|7,) jako funkcji wagowe;j. Jesli p(.|7,) jest gestoscia rozkladu jedno-
stajnego, to s=f. W ramach (1) mozliwe jest zarowno wprowadzenie sko$nosci
poprzez definicj¢ odpowiedniej rodziny rozktadow p(.|7,), jak rowniez rozwa-
zenie juz istniejacych rodzin gestosci dopuszczajacych asymetrig. Tabela 1 pre-
zentuje przeglad mechanizméw usko$nienia stosowanych w czesci empiryczne;.
W kazdym z rozwazanych rozkladow p(.|77,) jest mozliwe przywrdcenie syme-
trii (w sensie rownosci s i f) poprzez odpowiednig restrykcje narzucona na pa-
rametr 7,

3. Konkurencyjne modele GARCH-In-Mean

Oznaczmy przez x; warto$¢ akcji lub indeksu gieldowego w dniu j. Przed-
miotem naszego zainteresowania jest roznica pomigdzy logarytmiczna dzienng
stopa zmian 7~=100In[x//x,.,] oraz stopa zwrotu z inwestycji wolnej od ryzyka ;.
Roéznice ta, nazywana w literaturze angielskiej excess return, oznaczamy przez
yj=rj—rjf. Testowanie zaleznosci pomigdzy zwrotem a ryzykiem odbywaé sig
moze w ramach migdzyokresowego modelu CAPM (ang. Intertemporal Capital
Asset Pricing Model), ktéry zaproponowatl Merton (1973). Zgodnie z zaloze-
niami teorii Mertona oczekiwana stopa zwrotu y; jest proporcjonalna do odchy-
lenia standardowego (warunkowo wzgledem zbioru informacji, oznaczanego

przez y.):

EQy)=a Doy, @
Wspotczynnik o w (2) mierzy wzgledna awersje inwestora do ryzyka i powi-
nien mie¢ znak dodatni. Za pracami Engle, Lilien i Robins (1987), French,

Schwert i Stambaugh (1987) oraz Osiewalski i1 Pipien (2000) rozwazamy dla y;
prosta wersje modelu GARCH-In-Mean:

yElatE@)] b +uy, j=1.2,.... 3)
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gdzie u,=[z]—E(z,)]h,0'5, za$ z; to ciag niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozkladzie prawdopodobienstwa, dla ktorych E(z;)<too. Czynnik skalu-
jacy h; jest zadany przez rownanie GARCH(1,1); por. Bollerslev (1986):

h=autoauy+ iy
Typ rozktadu warunkowego stop zmian y; jest Scisle zalezny od rozktadu praw-
dopodobienstwa zmiennych losowych z;. Jako punkt wyj$cia, w modelu ozna-
czanym przez M,, zaktadamy, iz z; jest ciagiem zmiennych losowych o rozkta-

dzie #-Studenta z liczba stopni swobody 1>1, o zerowej modalnej i jednostko-
wej odwrotnos$ci precyzji:

Z|My~iiSH0,1,v), v>1.

Gestos¢ zmiennej z; w M, oznaczamy jako f(z|0,1,). W ramach modelu M,,
E(z)=0 oraz u~zh"’, stad (3) redukuje si¢ do prostszej postaci y=a h " +u;.
Oznaczmy przez G=(a,ap,a1,1,v) wektor wszystkich parametrow w modelu
M,. Rozktad warunkowy (wzglgdem przesztosci ;1) sktadnika losowego u; jest
w M, rozktadem z-Studenta o liczbie stopni swobody v>1, zerowej modalnej
oraz odwrotnosci precyzji ;:

p(uj| l//j-la 9 s MO): hj-o‘sff;(hj_oj uj|0’ 1 ) V)’jzlaza' e
W konsekwencji rozktad warunkowy stop zmian y; w chwili j ma posta¢:

p(yj | l//j-be’ MO): hj_o.sf;(hj_o.s.(y]%ahjo.sno’l, V)’jzlszr" .
W ramach modelu M, oczekiwana stopa zmian y; jest proporcjonalna do pier-
wiastka z odwrotnosci precyzji A;:

EQ; | w1,6, Mo)y= o b 4)

Zatem parametr a€R mierzy zalezno$¢ pomigdzy oczekiwang stopa zwrotu
(skorygowang o zwrot z inwestycji wolnej od ryzyka) E(yj|y.1,M,,0) a zmien-
noscia (mierzona przez hjo's ), ktora wyraza biezacy poziom ryzyka.

W celu skonstruowania zbioru konkurencyjnych specyfikacji GARCH-In-
Mean {M, i=1,...,k} narzucamy asymetri¢ na rozklad warunkowy
Pl ¥i1,0,Mp). Skosny rozktad warunkowy dla y; uzyskujemy poprzez usko-
s$nienie rozktadu zmiennej z;, zgodnie z metodami, ktorych przeglad zawarto w
Tabeli 1. Gesto$¢ rozktadu prawdopodobiefistwa z; ma, zgodnie z (1), nastgpu-
jaca ogdlna postac:

p(z IM)=/(z]0,1,v)p[F(2) |nMi], zeR, i=1,2,.. .k,
gdzie p(.|n;,M;) definiuje mechanizm uskos$nienia parametryzowany przez wek-
tor 7;, za$ F,(.) to dystrybuanta rozktadu ¢-Studenta o 1v>1 stopniach swobody,

zerowej modalnej i jednostkowej precyzji. W konsekwencji uzyskujemy ogdlna
postac¢ na rozktad warunkowy sktadnika losowego u; w modelu M;:

P\, 0,11:M0)= 7% ik **u)0,1,)p(F (b w) | 7.M)), j=1.2,...,
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oraz gesto$¢ rozkadu warunkowego stopu zwrotu y;:

PO, W, 0.17M)= by iy > 014)10,1, ) pLF Ry > ()| 101, =1, (5)
gdzie ,uj=[0:+E(zj)]hj0'5 . W modelu M,, rozwazamy GARCH z warunkowym
rozktadem sko$nym 7-Studenta zaproponowanym przez Fernandez i Steela
(1998). W mechanizmie usko$nienia p[.|r7,,M] m=y>0, oraz =1 redukuje M,
do M,. Model M, uzyskujemy poprzez narzucenie mechanizmu usko$nienia
ukrytego ucigcia. W tym przypadku 7,=p€R, oraz »=0 definiuje warunkowa
symetrig. W modelu M; stosujemy transformacj¢ rozkladem Beta z jednym
swobodnym parametrem; 75=y>0, oraz y3=1 wyznacza warunkowa symetrig.
Specyfikacja M, bazuje na transformacji rozkladem Beta z dwoma swobodnymi
parametrami. W mechanizmie pl[.|7:,M.], ns=(a,b), za§ a=b=1 redukuje M, do
Mo. W Ms stosujemy transformacj¢ rozkladem Bernsteina z m=2 swobodnymi
parametrami. W pl[.|n5,Ms] 1s=(wy,w,) oraz w;=w,=1/3 przywraca symetrig roz-
ktadu warunkowego y;,. W modelu Mg stosujemy konstrukcje Ferreiry i Steela
(2006). W mechanizmie uskosnienia p[.|76,Ms] 17s=ya€R oraz =0 definiuje wa-
runkowa symetri¢. W Tabeli 1 zawarto dodatkowo mechanizm usko$nienia
mozliwy do wydobycia z ggstosci rozktadu skosnego #-Studenta zaproponowa-
nego przez Hansena (1994). Mozna jednak udowodnié, iz propozycja Hansena
(1994) jest r6wnowazna z usko$nieniem stosowanym w modelu M. Stad pomi-
jamy ten przypadek jako rownowazny z M; (z doktadnoscia reparametryzacji).

Wszystkie sformutowane specyfikacje modelowe zaktadaja, iz rozktad wa-
runkowy stop zmian y; jest heteroskedastyczny, gdzie zmienna w czasie miara
zmiennos$ci /; jest okreslona rownaniem GARCH(1,1). Liczba stopni swobody
v>1 umozliwia modelowanie grubych ogonow rozktadu p(y| 1,6, 1:,M;), jak
rowniez testowanie warunkowej normalnosci. Narzucenie mechanizmu usko-
$nienia umozliwia modelowanie jak i wskazanie zrédet warunkowej asymetrii.
Asymetria rozktadu z; w M; powoduje, iz E(z;)#0. A zatem zgodnie z (3) warun-
kowa warto$¢ oczekiwana stopy zmian y; przyjmuje postac:

E; | Y51, 0,mM)= [+ Ez)]h;", dla E(z)=0. (6)

Stad w kazdym z modeli M; warunkowa sko$nos¢ rozktadu y; moze by¢ inter-
pretowana jako dodatkowe zrodlo zaleznosci pomiedzy oczekiwanym zwrotem
a poziomem ryzyka. Takie podej$cie w pelni wykorzystuje sugesti¢ zawarta w
pracy Harvey i Siddique (2000), ze skos$nos¢ rozktadow finansowych szeregow
czasowych jest wszechobecna, poniewaz determinuje premig za ryzyko.

Oznaczmy przez y"=(yi,...,y)€ Y wektor zaobserwowanych do dnia ¢ stop
zmian rozwazanego aktywu finansowego, za$ przez y,»(t)=(y,+1,...,yt+n)e Y, wektor
stop zmian podlegajacych prognozie. Nastgpujacy iloczyn prezentuje ogodlna
formule na i-ty model probkowy:

1+n

p(y(t)ay}t) |0:77i7Mi) :Hp(yj |l//j—1’9a'7i7Mi)7 i:172’3’4’5’6'

j=1
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Model Bayesowski, zdefiniowany taczna gesto$¢ wektora obserwacji i parame-
trow modelu (8, 7;) przyjmuje postac:

PO, 32,01 IMy=p (", y°|0,1:,M>)-p(6,77; |M) (7)

1 wymaga specyfikacji rozktadu a priori p(6,7; |M;) w kazdym z modeli M.
Ogodlnie zaktadamy nastgpujaca niezalezno$¢ a priori pomigdzy parametrami
wspolnymi a parametrami swoistymi modelu M, czyli 7;:

Dodatkowo przyjmujemy, iz:

p(OIM)=p(O)=p(a)p(ao)p(c)p(Bp(V),
gdzie p(a) jest gestoscia rozktadu normalnego o zerowej $redniej i wariancji 10,
plan) wyznacza rozklad wykladniczy o $redniej 1, p(«;) oraz p(f)) to gestosci
rozktadow jednostajnych okreslonych na przedziale (0,1), oraz p(v) definiuje
rozktad wyktadniczy o $redniej 10.

Rozktady a priori p(7]M;) okreslaja w kazdym z modeli wstepna wiedzg o
mozliwym nasileniu efektu warunkowej asymetrii gestosci p(y;| y;.1,6,1,M;). Ce-
lem naszym badan byto narzucenie stabej i poréwnywalnej informacji a priori o
tym fenomenie, niezaleznie od rozwazanego modelu. Stosujac miernik skosno-
$ci zaproponowany przez Arnolda i Groenvelda (1995) dokonano doboru kon-
kretnych rozktadow p(7{M;) przyjmujac a priori, iz rowne szanse (w sensie me-
diany a priori) ma zar6wno lewostronna jak 1 prawostronna asymetria
POl v1,0,1m:,M,). Szczegdtowa procedurg doboru, jak i analizg pordwnawcza,
rozktadow a priori opisano w pracy Pipien (2006).

4. Wyniki empiryczne

Prezentowane wyniki empiryczne analizy bayesowskiej wptywu warunko-
wej asymetrii na relacje pomigdzy oczekiwanym zwrotem a poziomem ryzyka
dotycza Gieldy Papierow Warto$ciowych w Warszawie. Szereg skorygowanych
stop zwrotu y; skonstruowano na bazie dziennych stop zmian indeksu WIG w
dniach 06.01.1998 do 31.07.2006; 7=2144 obserwacji. Jako aproksymacj¢ krot-
koterminowej stopy procentowej rjf przyjeto oprocentowanie lokat migdzyban-
kowych z rynku WIBOR; instrument WIBORo/n. W badaniach wykorzystano
takze inne przyblizenia stopy r,f, facznie z przypadkiem rjf =0, jednak wyniki po-
zostaty praktycznie niewrazliwe na korekte stopy zmian indeksu WIG.

Tabela 1 zawiera najwazniejsze rezultaty empiryczne. Prezentujemy loga-
rytmy dziesigtne wartosci brzegowej gegstosci wektora obserwacji w kazdym
modeli, prawdopodobienstwa a posteriori konkurencyjnych specyfikacji oraz
wyniki analizy a posteriori wptywu narzucenia mechanizmu usko$nienia na za-
lezno$¢ pomigdzy oczekiwanym zwrotem a poziomem ryzyka.

Model My, w ktéorym nie zapewniamy mozliwo$ci warunkowej asymetrii
rozktadu warunkowego dla y;, uzyskat nieco wigcej niz 8% masy prawdopodo-
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bienstwa a posteriori. Pozostate 0.92 jest rozproszone w ramach modeli z na-
rzuconym na rozklad warunkowy mechanizmem uskos$nienia. Klasa specyfika-
cji M;, i=1,2,3,4,5,6 zostata wyraznie podzielona na dwa zbiory ze wzgledu na
warto$¢ prawdopodobienstwa P(Mjy"”). Modele z mechanizmem uskosnienia
zaproponowanym przez Fernandez i Steela (1998), Ferreire i Steela (2006) oraz
wykorzystujacym transformacje¢ rozkladem Bernsteina (a wigc My, Ms 1 M) zy-
skuja niskie wartosci prawdopodobienstwa a posteriori, co $wiadczy o ich stabej
wzglednej (a wigc na tle calej klasy modeli) mocy wyjasniajacej. Relatywnie
wysoka warto$é P(Miy") uzyskuje mechanizm ukrytego uciecia oraz obydwie
wersje transformacji rozktadem Beta. Modele M,, M; i M, kumuluja bowiem
ponad 90% masy prawdopodobienstwa a posteriori. Najwyzsza warto$¢ praw-
dopodobiefistwa P(Miy"”) obserwujemy dla modelu M,, ktéry zbudowano na
podstawie transformacji rozktadem Beta z dwoma swobodnymi parametrami.
Narzucony typ skos$noSci w gestosci p(yj|y.1,0,1ms,M,) okazal si¢ najbardziej
wrazliwy na informacje o tym fenomenie, ktora jest zawarta w rozwazanym
szeregu czasowym.

W dalszej kolejnosci dokonano poréwnania wpltywu warunkowej asymetrii
na sile zaleznosci pomigdzy oczekiwanym zwrotem a poziomem ryzyka w
przypadku rozwazanego szeregu czasowego WIG. Zgodnie z (3) zalezno$¢ ta
jest okreslana w kazdym z modeli przez funkcjg parametrow a+E(z;). W Tabeli
1 zamieszczono warto$ci oczekiwane i odchylenia standardowe (kursywa) tej
wielkos$ci, jak réwniez prawdopodobienstwa a posteriori dodatniego znaku
o+E(z;) uzyskane w ramach kazdej specyfikacji.

W modelu M,, w ktorym postulujemy symetri¢ gestosci rozktadu warunko-
wej y; (a wige E(z)=0) prawdopodobienstwo P(a+E(zj)>O|M0,y(’)) nieznacznie
przekracza 0.91. Z jednej strony potwierdza to hipotez¢ Mertona o dodatniej
premii za ryzyko, jednak 8% prawdopodobienstwa a posteriori przeciwnego
znaku zostawia duzo niepewnosci co do prawdziwej sity zalezno$ci pomigedzy
oczekiwanym zwrotem a poziomem ryzyka. Wprowadzenie asymetrii do roz-
ktadu warunkowego y; w wigkszosci modeli okazato si¢ trafne. Obserwujemy
wyraznie wyzsze warto$ci prawdopodobienstwa a posteriori dodatniego znaku
ortE(z;) dla modeli z narzuconym mechanizmem ukrytego ucigcia oraz z trans-
formacja rozktadami Beta lub Bernsteina. Dla specyfikacji M, i Mg, ktére byty
odrzucane w $wietle danych (miaty bardzo niskie wartosci P(Miy)) obserwu-
jemy za$ brak wptywu efektu warunkowej asymetrii na sit¢ badanej zaleznosci.
W ramach M, i M, prawdopodobienstwo a posteriori dodatniej premii za ryzyko
nieznacznie przekracza 0.90, podobnie jak w przypadku M,. Dla najlepszego
modelu (My), ktory uzyskat warto$é prawdopodobienistwa P(M;y”) okoto 0.40,
otrzymano bardzo silne potwierdzenie dodatniego znaku a+E(z;). W przypadku
M, prawdopodobienstwo P(a+E(z)>0|M;"") jest bowiem wigksze od 0.99.
Mechanizm usko$nienia oparty na transformacji rozktadem Beta z dwoma swo-
bodnymi parametrami wlasciwie opisujac efekt warunkowej asymetrii rozktadu
stop zmian y; wzmacnia postulowana zaleznos¢ 1 czyni ja zdecydowanie praw-
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dziwa w $wietle danych. Silne potwierdzenie teorii Mertona o dodatniej premii
za ryzyko otrzymujemy takze narzucajac mechanizm ukrytego ucigcia (model
M,) oraz stosujac transformacje¢ rozktadem Bernsteina. Tak silny rozdzial po-
migdzy mechanizmami usko$nienia, ktore nie dostarczaja zrodta zaleznosci
pomigdzy oczekiwanym zwrotem i poziomem ryzyka (modele M, i Ms), a me-
chanizmami wrazliwymi na ten typ zaleznos$ci thumaczy wyniki Bayesowskiego
poréwnania modeli w oparciu o prawdopodobienstwa a posteriori. Na podsta-
wie przeprowadzonych badan mozna stwierdzi¢, iz wysoka warto§¢ prawdopo-
dobiefistwa P(Mi[y"”) uzyskaty modele, ktore byly w stanie w sposéb istotny
wzmocni¢ sit¢ postulowanej relacji. Pozostate modele byty odrzucane w $wietle
rozwazanego szeregu czasowego.
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Tabela 1. Zestawienie konkurencyjnych mechanizméw usko$nienia

Ukryte ucigcie Rozkilad Beta 1 Rozktad Beta I1 Bernstein
Azzalini (1985) Jones (2004) Jones, Faddy (2 parametry)
neR 7>0 (2003) pOIwLw)=w
PUIB=2FOeF' 00 | pOlr)=Be(n.r™) a>0,6>0 Be(y|1.3)+

pWla,by=Be(yla,b | +w; Be(y|2,2)+(1-
wi-wy) Be(y[3,1)

symetria: =0 symetria: ;=1 symetria: a=b=1 symetria: w=1/3,
i=1,2,3
Ferreira, Steel (2006) Fernandez, Steel (1998) Hansen (1994)
POlIn= 2. pOIy)=
=1+ - ntn -1 1
POI)=1+Ge0n)-1] f[F (”jlm,ns,(ynf[F o)J,[M‘”(y
T F 0 05 D)+ £ F 7 0 (050 () 1=7s 1+7s
FEFE () SE)
symetria: =1 )
symetria: =0 symetria: =0

Zrddio: opracowanie wiasne.

Tabela 2. Logarytmy dziesigtne brzegowych gestosci wektora obserwacji, prawdopo-
dobienstwa a posteriori konkurencyjnych specyfikacji oraz analiza wptywu
zatozenia warunkowej asymetrii na zalezno$¢ pomigdzy zwrotem a ryzykiem

M, M, M, M, Ms M, M,
log p(*|M;) -1559.5 -1558.5 -1558.8 -1558.4  -1560.8 -1560.1 | -1559.1
PM?), i=0,..,6  0.0338 03015 0.1582 03709  0.0014  0.0076 | 0.0830
PM?), i=1,..6 00369 03288 0.1725 0.4045  0.0016  0.0083 X

0.0469 0.2567 0.1440 0.2148 0.2085  0.0489 | 0.0483
0.0349 0.1162 0.0912  0.0852 0.0933  0.0338 | 0.0337

P(a+E(z)>0|M; ) 0.9102  0.9894 0.9528  0.9972  0.9893  0.9230 | 0.9201
P(ar+E(z)>0p") 0.9777

Zrédio: obliczenia wiasne.



