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opcji kupna na indeks WIG20 w modelu ze stochastycz-
ng wariancjg i stochastyczng stopg procentowg

1. Wprowadzenie

Zagadnienie wyceny opcji z losowa stopa procentowa i losowym wspot-
czynnikiem zmienno$ci nie jest tak powszechnie poruszane i stosowane jak
stynny model Blacka i Scholesa. Powodem sa trudno$ci wynikajacych z istnie-
nia dodatkowych zrodet ryzyka. W przypadku gdy zmienno$¢ jest odrgbnym
procesem stochastycznym, niemozliwe jest zbudowanie prostej postaci portfela
replikujacego. Zalozenie o niemozliwosci arbitrazu jest niewystarczajace do
znalezienia sprawiedliwej' ceny opcji. Problem wyceny opcji, z wykorzysta-
niem ciaglych procesow SV w modelu ze stata stopa procentowa, po raz pierw-
szy podjeli Hull i White (1987), Wiggins (1987), Heston (1993). Amin i Ng
(1993) wyprowadzaja wzor na ceng opcji w przypadku losowego wspotczynni-
ka zmiennosci oraz losowej (ale zdeterminowanej przeszioscia) stopy procen-
towej. Podejscie bayesowskie natomiast umozliwia pelna prognoze przysziej
wyplaty oraz wyceng opcji bezposrednio z jej definicji, poprzez wykorzystanie
charakterystyk predyktywnego rozktadu zdyskontowanej wyplaty. W taki spo-
sob, w modele z klasy GARCH, dokonuja wyceny opcji Bauwens i Lubrano
(1998, 2002) oraz Osiewalski i Pipien (2003).

Gléwnym celem niniejszej pracy jest pokazanie, ze uwzglgdnienie w mode-
lu wyceny opcji stochastycznej stopy procentowej nie ma istotnego wptywu na
jakos¢ prognoz przysztej wyptaty. Rozwazony zostanie bayesowski model eko-

" Praca wykonana w ramach badan statutowych finansowanych przez AE w Krako-
wie.
! Ceny nie dajacej mozliwosci arbitrazu.
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nometryczny, w ktorym zaréwno stopy zmian instrumentu podstawowego jak i
stop procentowych beda traktowane jako realizacje dwuwymiarowego procesu
wariancji stochastycznej (SV). Model ten bedzie si¢ wigc charakteryzowat sto-
chastycznymi warunkowymi wariancjami i stochastyczng stopa procentowa.
Rozwazone zostana rowniez jednowymiarowe modele SV dla stop zmian cen
instrumentu podstawowego ze stalg stopa procentowa. Modele te zostana wyko-
rzystane do prognozy przysziej wyplaty europejskiej opcji kupna na indeks
WIG20. W nastepnych czesciach pracy przedstawiono bayesowskie modele SV.
W czesci czwartej] omOwiono zagadnienie bayesowskiej prognozy zdyskonto-
wanej wyplaty. Czg$¢ piata poswigcona jest wynikom empirycznym, za$ czes$¢
szoOsta zawiera uwagi koncowe i podsumowanie.

2. Jednowymiarowy bayesowski model FCSV

Niech {x, t=0, 1, ..., T} oznacza szereg czasowy cen instrumentu finanso-
wego w chwili ¢ (w niniejszej pracy sa to notowania indeksu WIG20). Dla
logarytmicznych stop zmian {y, t=1, 2, ..., T}, obliczonych wedlug formuty
(por. Campbell, Lo i MacKinlay, 1997): y, =100In(x, /x,_,), t=1L...,T, przy-
jeto strukture AR(1):

y,—51=,01(y,,1—51)+§,, t:1,2,...,7-: (1)

gdzie {&} jest procesem FCSV (ang. Fat-Tailed and Correlated SV, zob. Jac-
quier, Polson i Rossi ,2002). Zatem dla kazdego ¢ € {1, 2,..., T}:

‘ft =u, \/ht/a)z ’ lnht :7+¢lnht—l+o-h77m (2)
gdzie o, ~2’WIvi oL, n)dlatse{l,2,..., T} oraz

(e, 1) ~ iiN[O,{l r D
p 1

Zapis iiN oznacza ciag niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
normalnym, natomiast symbol L oznacza, ze zmienne losowe sa nieskorelowa-
ne.

Proces FCSV umozliwia modelowanie takich wtasnos$ci finansowych szere-
goéw czasowych, jak: 1) grube ogony — nawet gdy ¢ = 0 kurtoza & jest wigksza
niz dla rozktadu normalnego, ponadto mata liczba stopni swobody §wiadczy o
bardzo grubych ogonach rozkladéw zmiennych losowych opisujacych sposéb
generowania danych, 2) efekt dzwigni, o ktorym informuje ujemna warto$¢ pa-
rametru p (jesli zmienne losowe u, 1 77, sa ujemnie skorelowane, to ujemne war-
tosci zmiennej losowej u, sa zwiazane ze wzrostem warto$ci zmiennej ukrytej 4,
w tej samej chwili i w konsekwencji w nastgpnym czasie), 3) zjawisko skupia-
nia si¢ zmiennosci - za ktére w gldwnej mierze odpowiada parametr ¢ (wartosci
bliskie jeden $wiadcza o duzym nasileniu tego zjawiska), 4) zmienno$¢ warian-



Prognozowanie zdyskontowanej wyptaty europejskiej opcji kupna na indeks WIG20... 261

cji warunkowej (wahliwo$¢ zmiennosci), ktora jest tym wigksza im wyzsza jest
warto$¢ parametru 0712.

Aby model bayesowski byt kompletny, konieczna jest specyfikacja rozktadu
a priori na przestrzeni nieznanych parametréw tego modelu. Przyjeto nastepuja-
ca strukture rozktadu a priori (zob. Pajor, 2003):

p(8i, pr, @, v, 63, p) = p(&) p(p) p(@) p(V) p(oi, p)
gdzie 6, ~N(©0,1), p ~ U(-1,1), y~N(0,100), ¢~ NO,100)I.1 (o),
v ~ Exp(0,1). Symbol N(a, b) oznacza rozktad normalny o wartosci oczekiwane;j
a 1 wariancji b, IG(a, b) - gestos¢ odwrdoconego rozkladu gamma ze $rednia
bl(a-1) (dla a > 1) i wariancja b*/[(a-1)*(a-2)] (dla a > 2), U(a,b) - rozklad jed-
nostajny na przedziale (a, b), Exp(0,1) - rozkltad wyktadniczy o $redniej i od-
chyleniu standardowym rownym 10, 14(.) jest funkcja charakterystyczna zbioru
A c R. Dla wektora (p,o;) rozklad nie jest standardowy:

_s 1 _(poyv)* Py

Pp.o7) =3, T (@) e 7 (1= p?) v p M @y e X
w=1, s0=0,005, wp =0, po =2. Warto$¢ poczatkowa procesu {In#,} jest stala:
hy = yoz. Tak przyjete rozktady a priori odzwierciedlajq nikta wstgpna wiedze,
przed wgladem w dane, na temat parametrow modelu AR(1)-FCSV.

Warto przypomnie¢, ze w przypadku granicznym v = o oraz p = 0 otrzymu-
je sie tzw. podstawowy model wariancji stochastycznej (ang. Basic Stochastic
Volatility Model, BSV, zob. Pajor, 2003)

3. Dwuwymiarowy bayesowski model TSV

Niech teraz {x,= (x4 x2,)', t=0, 1, ..., T} oznacza wektorowy szereg cza-
sowy cen instrumentow finansowych (w niniejszej pracy sa to notowania indek-
su WIG20 i WIBOR1m). Dla logarytmicznych stop zmian {y,= (i, y2.,)’, t =1,
2,..,T}, gdzie y;,, =100In(x;, / x;, ;) (=1, 2), przyj¢to strukturg VAR(1):

¥y, —0=R(y, ,-0)+¢&, t=,1,.,T 3)
czyli:

Yl |6 | | nm mal|[| Y| |6 S
vl Lo e e o) T80 )

gdzie {&} jest dwuwymiarowym procesem TSV (zob. Tsay, 2002). Oznacza to,
ze dla kazdego ¢ € {1, 2,..., T} warunkowy (wzglgdem zmiennych ukrytych)
rozktad zmiennej losowej & jest normalny o wektorze srednich 0y, 1 macierzy

kowariancji X, tj. &, |0, ~ N(0p,,,%,) , gdzie X, = L, G,L/,

1 0 0
I,- .G, = q1,e .
921, 1 0 92,
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Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, zmienne ukryte (lub ich loga-
rytmy) podlegaja procesom autoregresyjnym rzedu pierwszego:

lnqll,t —un= ¢11(lnq11,,_1 _711)+0'117711,t >
In 92 = V0 = $y,(In 9241~ V)t Ol >
9oy~ V21 = ¢21(5121,z71 V)t 02121,

gdzie n, = (7711,”7722‘;’7721,:)" {771} ~ iiN(O[3x1]’ I, ), ®t = (%1,;:%2‘;"121,t ).

Dla parametréw zwiazanych ze struktura VAR(1), a wigc wektora @ =
=01, O, P11, F12, 121, F2)' € R® przyjeto a priori standardowy rozktad normalny,
uciety restrykcja, ze wektory wtasne macierzy R co do modutu sg mniejsze od
jeden. Dla pozostatych parametrow zatozono nast¢pujace niezalezne rozklady a
priori: Ay ~ Na(0, 1001)1.0(dy), S ) 0 ~IG(1, 0,005), Ingo ~ Ny(O,
100), i, j =1, 2, 2 j, g21,0 ~ N1(0, 100). Wartosci poczatkowe procesow {Ing;; .} (i
=1, 2) oraz {g»,}, oznaczone odpowiednio przez Ing;; o, 21,0, traktowane sg ja-
ko dodatkowe nieznane parametr modelu - przyjgto dla nich a priori rozktad
normalny o zerowej wartosci oczekiwanej i odchyleniu standardowym réwnym
10.

4. Prognozowanie wyptaty europejskiej opcji kupna

Niech §, oznacza ceng instrumentu bazowego w chwili ¢. Dla europejskiej
opcji kupna z cena wykonania K, o terminie wygasnigcia 7+s funkcja wyptaty
(tzn. funkcja opisujaca wyplate w terminie wykonania opcji) wynosi (Srss —
K) = max{Sr, — K, 0}. Jezeli funkcje te zdyskontujemy wedtug zmienne;j sto-
py procentowej r; zgodnie z kapitalizacja ciagla, to otrzymamy wartos¢ w chwi-

li T wyptaty dokonywanej za okres s:
T+s

Wiiss = exp[— jrt dt] max(S;,, —K,0).
T

Zdyskontowana wyplata Wi jest zmienna losowa jako mierzalna funkcja

zmiennych losowych Sz 1 7, (w modelu AR(1)-TSV Sris = X174, 1 = X2y W

modelu FCSV Sy, = x7., 1, = ) oraz ma rozktad dyskretno—ciagly, gdyz praw-

dopodobienstwo zdarzenia Wpz.; = 0 moze by¢ niezerowe.

Bayesowskie podej$cie do wyceny opcji z wykorzystaniem modeli z klasy
GARCH po raz pierwszy prezentuja Bauwens i Lubrano (1998, 2002). Za ceng
opcji przyjmuja wartos¢ oczekiwang (a doktadniej $rednia z proby pseudoloso-
wej) zdyskontowanej wyplaty wzgledem rozktadu predyktywnego tej wyptaty
lub tez wykorzystujac tzw. zalezno$¢ (miarg) lokalnie wolng od ryzyka (ang.
Locally Risk Neutral Valuation Relationship). Natomiast Osiewalski i Pipien
(2003) proponuja za ceng opcji przyja¢ mediang predyktywnego rozkladu zdys-
kontowanej wyplaty (poniewaz warto§¢ oczekiwana nie zawsze istnieje).
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W przypadku modeli SV wystgpuje problem zupetosci rynku. W modelach
z losowym wspodtczynnikiem zmienno$ci rynek jest niezupelny (losowosc
wspotczynnika zmiennos$ci jest dodatkowym zroédtem ryzyka). Zatem nie istnie-
je doktadnie jedna miara martyngatowa, ktéra mozna wykorzysta¢ do wyzna-
czenia ceny opcji. Ponadto istnieje wiele metod wyceny opcji, po zastosowaniu
ktorych mozna uzyskaé rézne ceny tej samej opcji. Przeglad tych metod mozna
znalez¢ w pracy Hobson (2004). Wykorzystywane w niniejszej pracy wniosko-
wanie bayesowskie pozwala na petny opis niepewno$ci zwiazanej z przyszia
wyplata poprzez konstrukcje rozktadu predyktywnego tejze wyplaty. W niniej-
szej pracy ograniczono si¢ jedynie do skonstruowania predyktywnego rozkladu
zdyskontowanej wyptaty:

PWrres |9)= [ P07, 10,9) p(O] ) 0,

gdzie @ jest wektorem parametréw i zmiennych ukrytych, y jest wektorem ob-
serwacji, zas p(@|y) jest rozktadem a posteriori parametrow modelu i zmien-

nych ukrytych.

5. Wyniki empiryczne?

Przedmiotem rozwazan sa opcje na indeks WIG20 notowane na Gietdzie
Papierow Warto$ciowych (GPW) w Warszawie w dniu 31 grudnia 2004. Pod
uwage wzigto europejskie opcje kupna z data wygasnigcia na dzien 18 marca
oraz 17 czerwca 2005 roku (tj. odpowiednio s = 55 i s = 115 dni roboczych), z
kursem wykonania: 1700, 1800, 1900, 2000 i 2100 punktow indeksowych. Pre-
dyktywny rozktad zdyskontowanej wyptaty dla rozwazanych opcji uzyskano
modelujac logarytmiczne stopy zmian notowan indeksu WIG20 z okresu od 29
grudnia 2000 roku do 31 grudnia 2004 roku (liczba obserwacji modelowanych
T =1004) oraz stop procentowych WIBOR1m z tego samego okresu. Wykorzy-
stanie innych stop procentowych WIBOR nie ma istotnego wplywu na progno-
zg przyszitej wyplaty, zob. Pajor (2007). W modelach ze stata stopa procentowa
przyjeto » = 6.5% w skali roku, zgodnie z z zalozeniami GPW i Krajowego De-
pozytu Papierow Wartosciowych® (KDPW), por. Kostrzewski i Pajor (2006).

Tabela 1 przedstawia charakterystyki rozktadow predyktywnych zdyskon-
towanej wyptaty europejskich opcji kupna na indeks WIG20 z data wykonania
na 18 marca i 17 czerwca 2005, otrzymane w modelach ze stata stopa procen-

2 Do wyznaczenia rozktadéw predyktywnych wektora przyszlych obserwacji oraz
ich charakterystyk wykorzystano metody Monte Carlo oparte na tancuchach Markowa:
probnik Gibbsa, wewnatrz ktorego stosowano algorytm Metropolisa i Hastingsa. Meto-
dy te, w kontekscie modeli SV, zostaly oméwione w pracach: Jacquier, Polson i Rossi
(2004), Pajor (2003, 2005), Tsay (2002).

por.: Informacja KDPW o wysokosci depozytow zabezpieczajacych na 31 grudnia
2004r. na podstawie komunikatu NR 393/DZ/2004 z dnia 31 grudnia 2004r.
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towa: AR(1)-BSV (czyli w przypadku v = o, p = 0) i AR(1)-FCSV* oraz w
modelu AR(1)-TSV. We wszystkich modelach uzyskano bardzo rozproszone
rozktady predyktywne zdyskontowanej wyptaty, o czym §wiadczy wartos¢ roz-
stepu miedzykwartylowego (IQR). Histogramy dla wybranych opcji przedsta-
wiono na rysunku 1, gdzie rzeczywista warto$¢ zdyskontowanej wyplaty zazna-
czono trojkatem. Jest ona zlokalizowana migdzy pierwszym kwartylem a me-
diang predyktywnego rozktadu. Dla wszystkich opcji prawdopodobienstwo ich
niewykonania jest wyzsze w modelu AR(1)-FCSV i réwnoczesnie w tym mode-
lu niepewno$¢ zwiazana z przyszta wyplata jest najmniejsza (wartosci IQR sa
odpowiednio najmniejsze).

Tabela 1. Charakterystyki rozkltadow predyktywnych zdyskontowanej wyplaty euro-
pejskich opcji kupna na indeks WIG20 z data wykonania na 18 marca i 17
czerwca 2005. W modelach ze stata stopa procentowa r=0.065/251

Model s=55 K s=115 K
Kwanty | 1700 | 1800 [ 1900 | 2000 [ 2100 | 1700 | 1800 | 1900 | 2000 | 2100
005 2573 ] 0 0 0 0 0 0 0 0 0
025 18538 88.66 | 0 0 0 [16337]6417 | © 0 0
BSV | 050 [29853]202.12]| 1023 | 2.79 0 [340.38[24552|147.87| 4991 | 0
075 |417.57] 322.4 [221.65 | 122.14 | 26.97 | 534.13 | 442.68 | 342.55 | 244.59 | 150.97
095 | 614.11[519.56 | 422.53 | 319.92 | 228.78 | 873.58 | 783.99 | 689.13 | 589 [498.17
IQR  |232.19 [ 233.74 | 221.65 [ 122.14 | 26.97 | 370.76 | 378.51 | 342.55 | 244.59 | 150.97
P(Wrri=0) | 0.036 | 0.115 | 0.273 | 0.494 | 0.702 | 0.093 | 0.178 | 0.292 | 0.430 | 0.564
kwantyl | 1700 | 1800 | 1900 | 2000 | 2100 | 1700 | 1800 | 1900 | 2000 | 2100
005 | 1116 ] 0 0 0 0 0 0 0 0 0
025 171747347 0 0 0 [13144]3596 | 0 0 0
FCSV| 050 [283.03]|18538] 8866 | 0O 0 [305.97] 2108 [11842] 2077 | ©
075  ]1399.59 {302.25 [ 207.08 | 106.95 | 5.58 | 495.07 | 399.59 | 310.31 | 210.18 | 106.33
095 | 592.1 | 492.9 | 403 [300.39 | 199.33 | 817.78 | 722.92 | 637.67 | 535.68 | 428.42
IQR | 227.85 [ 228.78 | 207.08 [ 106.95 | 5.58 | 363.63 | 363.63 | 310.31 | 210.18 | 106.33
P(Wrr=0ly) | 0.044 | 0.132 | 0.298 | 0.524 | 0.740 | 0.114 | 0.208 | 0.329 | 0.470 |0.6196
Cata | 275 | 175 75 0 0 324 | 224 | 124 24 0
e |27 [17253] 7394 | 0 0 [314.49(217.43 12036 2330 [ 0
kwanty | 1700 | 1800 [ 1900 | 2000 | 2100 | 1700 | 1800 | 1900 | 2000 | 2100
005 4929 0 0 0 0 0 0 0 0 0
025 ]200.26 | 100.44 | 2.17 0 0 [19251]9083 | o0 0 0
TSV [ 050 |305.66|206.15[ 1054 | 11.16 | 0 [355.88 25513 | 155 | 65.72 | 0
075 |415.09[317.44 [214.83 [ 121.83 | 21.39 |531.03 | 434.31 | 330.15 [ 243.04 | 144.77
0.95 ]596.13 [ 501.89 | 394.63 | 307.52 | 202.43 | 838.55 | 747.1 | 629.3 | 549.94 | 448.88
IQR |214.83] 217 [212.66 [121.83 | 21.39 | 338.52 | 343.48 | 330.15 | 243.04 | 144.77
P(Wrr=0y) | 0.026 | 0.094 | 0.246 | 0.473 | 0.707 | 0.068 | 0.146 | 0.261 | 0.396 | 0.553
‘Zg‘;*j(‘f‘ 271.07| 1725 | 73.93 | 0 0 |315.01217.79|120.56 | 23.33 | 0
fpszamez 1285 | 200 | 105 | 50 | 15.1 - 189 | 119 | 78 | 45

Zrédlo: obliczenia wlasne.

* Warto$¢ oczekiwana a posteriori dla v wynosi 14.02 z odchyleniem standardowym
a posteriori 6.49; natomiast dla p warto§¢ oczekiwana jest rowna -0.074 z odchyleniem

0.177.
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Jesli porownamy mediany predyktywnych rozktadéw z rzeczywistymi war-
to$ciami zdyskontowanych wyptat (zaobserwowanymi ex-post, zob. tabela 2),
to model AR(1)-FCSV (ze stala stopa procentowa) generuje najlepsze prognozy
w sensie Sredniego btedu predykcji (ME). W modelach z warunkowym rozkta-
dem normalnym (czyli AR(1)-BSV i AR(1)-TSV), w kazdym przypadku, me-
diany rozktadéw predyktywnych sa wyzsze niz rzeczywiste wartosci zdyskon-
towanej wyplaty, rownoczesnie niepewnos¢ zwiazana z przysztag wyplata (mie-
rzona rozstgpem migdzykwartylowym) jest wigksza niz w modelu AR(1)-
FCSV. Dwuwymiarowy model AR(1)-TSV, w sensie ME, wypada najgorzej.

Tabela 2. Rodznice migdzy rzeczywista zdyskontowana wyptata a mediana rozktadu predyktyw-
nego: C; -C,, gdzie C; oznacza rzeczywista zdyskontowana wyplatg, C,- mediang
n
rozkladu predyktywnego, ME =(1/n)>.C; -C,
i=l
Model || S=55 S=115
1700 1800 1900 2000 | 2100 || 1700 1800 1900 2000 | 2100 ME
BSV -27.42 | -29.59 | -28.36 | -2.79 | 0.00 || -25.89 | -28.09 | -27.51 [ -26.61 | 0.00 | -19.63
FCSV || -11.92 | -12.85 [ -14.72 | 0.00 [ 0.00 8.52 6.63 1.94 2.53 0.00 | -1.99
TSV -34.59 | -33.65 | -31.47 [ -11.16 | 0.00 | -40.87 | -37.34 | -34.44 | -42.39 | 0.00 | -26.59

Zrédlo: obliczenia wlasne.

s =55, K=1800, bivariate TSV s =55, K=1800, univariate FCSV
0.4 0.4
03 0.3
0.2 0.2

0.1

Rysunek 1. Histogramy rozktadéw predyktywnych zdyskontowanej wyptaty
Zrédio: opracowanie wiasne.

6. Podsumowanie

Na przyktadzie europejskich opcji kupna na indeks WIG20 pokazano, ze
uwzglednienie w modelu wyceny opcji stochastycznej stopy procentowej nie
“poprawia” jakosci prognoz zdyskontowanej wyptaty. Modele SV ze stala stopa
procentowa generuja lepsze prognozy przysziej wyplaty (na poziomie mediany
rozktadu predyktywnego zdyskontowanej wyptaty) niz model ze stochastyczna
stopa procentowa. Ponadto w modelu FCSV ze stala stopa procentowa i grub-
szymi ogonami niz modele BSV 1 TSV, mediany predyktywnych rozktadow
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przysztych wyptat sa najblizsze rzeczywistym wartosciom tych wyptat (zaob-
serwowanym ex-post). Stad na prognoze przysziej wyptaty wickszy wplyw ma
specyfikacja rozktadu warunkowego dla stop zmian cen instrumentu podsta-
WOwego niz uzmiennienie stopy procentowej. Duze rozproszenie rozktadow
predyktywnych wskazuje jednak na ogromna niepewno$¢ co do przysztej wy-
platy.
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