DyYNAMICZNE MODELE EKONOMETRYCZNE
X Ogolnopolskie Seminarium Naukowe, 4-6 wrze$nia 2007 w Toruniu
Katedra Ekonometrii i Statystyki, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu

Magdalena Osinska, Marcin Faldzinski

Uniwersytet Mikolaja Kopernika w Toruniu

Modele GARCH i SV z zastosowaniem teorii wartosci
ekstremalnych

1. Wstep

W badaniach naukowych oraz w zyciu codziennym mozna zaobserwowac
tendencje¢ do usredniania wszystkich obserwowanych warto$ci. Mozna jednak
wskaza¢ wiele przypadkow, kiedy miary $rednie nie sa odpowiednie. W przy-
padku wydarzen o niespotykanej wielko$ci wlasciwa jest teoria wartosci eks-
tremalnych (Extreme Value Theory, EVT). Metody estymacji w EVT mozna
podzieli¢ ogdlnie na dwie grupy: metody nieparametryczne i parametryczne.
Przedmiotem analizy jest metoda Peaks over Threshold (POT), nalezaca do
grupy metod parametrycznych.

2. Metoda Peaks over Threshold w teorii wartosci ekstremalnych
Metoda Peaks over Threshold zaktada, ze dany jest szereg obserwacji
X,,...,X, (i1.d.) pochodzacych z nieznanej dystrybuanty F', przy czym intere-
sujace sa przekroczenia powyzej zadanej wysokiej wartosci progowej u . Wa-
runkowy rozktad przekroczen F, ma postaé F,(y) =P(X —usylX> u),
0<y<ux,—-u,gdzie X jest zmienng losowa, u jest dang wartoscia progowa,
a y=x—u sa przekroczeniami (McNeil, Frey, 2000). Dystrybuanta I, moze
by¢ zapisana za pomoca:
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Realizacje zmiennej losowej X mieszcza si¢ w przedziale od 0 do u, stad es-
tymacja /' w tym przedziale nie sprawia problem. Posta¢ rozktadu F, mozna

znalez¢ dzigki ponizszemu twierdzeniu.

Twierdzenie 1 Pickandsa-Balkemy-de Haana (Pickands, 1975, Balkema, de
Haan, 1974).

Dla rozktadéw danych rzeczywista dystrybuanta F', warunkowy rozktad prze-
kroczen F,(y), dla duzej wartosci u, jest dobrze aproksymowany za pomoca

F;(y) zG;V,o'(.V)’ u _> © 5 gdZie
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1- 1+—yj jezeli y#0
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1—e” jezeli y=0

dla ye [0,(xF —u)} jezeli >0 1 ye [0,—0’/}/] jezeli y <0, gdzie G, jest
uogolnionym rozktadem Pareto. Schemat metody POT przedstawia si¢ jak na-
stepuje:

Wybor wartosci progowej u dla danego szeregu zmiennych X,,..., X, . Niech

N, bedzie liczbg obserwacji przekraczajacych wu  (X,,....,X, ), czyli

Y, =X , U 20. Dopasowanie G, do przekroczen Y,....Y, , aby otrzyma¢

oszacowanie parametrow y i o . (Beirlant, Mattys, 2001).
Zgodnie z twierdzeniem Pickandsa-Balkemy-de Haana dla x>u mozna
uzyé estymacje ogona F(x)= (1 -F (u)) G

VM0

(x)+ F,(u) do aproksymacji

funkcji dystrybuanty F(x). Mozna pokazaé, ze F (x) jest rowniez uogolnio-
nym rozktadem Pareto, z tym samym parametrem ksztattu y , ale z parametrem

skali c= a(l -F (u))y 1 z parametrem potozenia
H=pu— 5'((1 -F (u))fy - 1)/7. Dlatego tez estymator POT kwantyla x,

otrzymany jest przez odwrocenie formuty F (x). Nastgpnie zamieniajac nie-

znane parametry rozktadu GPD przez oszacowane parametry (7,J) otrzymu-
jemy:

-7
. -F 5 _
1= F,(u) 7 \\1=F,(u)
Jesli N, jest liczba przekroczen powyzej warto$ci progowej u i n jest

liczba wszystkich obserwacji w szeregu to estymator kwantyla wyglada naste-
pujaco:
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%, =u +%((Niu(l—p)j —1} (@)

gdzie p jest bliskie 1. Waznym zagadnieniem jest wybor wartosci progowe;j
u , od ktorej uzaleznione sa warto$ci oszacowanych parametrow. W teorii suge-
ruje sig, aby wybor byt oparty na kompromisie pomigdzy obciazeniem i wa-
riancja. W przypadku wigkszej wartoSci progowej, powinno otrzymac si¢
mniejsze obciazenie. Z drugiej strony dostaje si¢ mniej przekroczen co skutkuje
wigksza wariancja.

3. Value-at-Risk i Expected Shortfall w teorii warto$ci ekstremal-
nych

Warto§¢ zagrozona w teorii warto$ci ekstremalnych dla metody Peaks over
Threshold jest rowna:

ol n 7
VaR(a)=u +?((Vuaj —1}, (5)

gdzie a jest poziomem tolerancji. Z powodu wad wartosci zagrozonej powsta-
fa alternatywna miara ryzyka, ktora nazywana jest oczekiwanym niedoborem
(Expected Shortfall, ES). Aby moc skonstruowac oczekiwany niedobdr Artzner
i in. (1998) zdefiniowali na poczatku miarg ryzyka za pomoca czterech aksjo-
matow. Miara ryzyka, ktora spelnia aksjomaty monotoniczno$ci, subaddytyw-
nosci, dodatniej jednorodnosci i niezmienniczo$ci ze wzglgdu na translacje, na-
zywana jest koherentna miara ryzyka. Z punktu widzenia koherentnosci, VaR
ogolnie nie jest miara ryzyka, poniewaz nie spetnia aksjomatu subaddytywnosci
Dzigki twierdzeniu 1 wiemy, ze warunkowy rozktad przekroczen dla wartos$ci
progowej u jest rowny F,(y)~G, (y). Jesli wartoscia progowa bedzie

VaR(a), to warunkowy rozklad przekroczen z taka wartoscia progowa jest

rowniez uogdlnionym rozkltadem Pareto (GPD) z tym samym parametrem
ksztattu, ale innym parametrem skalujacym. Konsekwencja tego réwnania
F,(»)=G, ,(»), jest nastgpujaca formuta:

Fropay (V) = G;/,o'+}/(,,uR(a)—u) (). (6)

Zauwazajac, ze dla y<l1 srednia z  rozktadu jest réwna
(c+y(VaR(a)—u))/(1—-y), mozemy otrzymaé Expected Shortfall dla metody
Peaks over Threshold:

VaR() Loy

ES(a)=
(@) 1, =,

(7
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Oczekiwany niedobor portfela okreslany jest jako
ES(a)=F [X | X >VaR(a)], tzn., ze jest $rednia strata, pod warunkiem, ze
VaR zostanie przekroczony. Dowd (2002) przedstawil sposob szacowania ES,
jako $rednia wazong z wartosci zagrozonych ogona rozktadu.

Do testowania wstecznego uzyto trzech testow: test liczby przekroczen LR,.,

test niezaleznoSci przekroczen LR,, (Haas, 2001), test niezalezno$ci przekro-
czeh LR,, (Christoffersen, 1998). Powyzsze metody nie daja mozliwosci stwo-

rzenia rankingu modeli, dlatego tez Lopez (1999) zaproponowat przyjecie jako
kryterium funkcji straty. Angelidis i Degiannakis (2006) wskazuja na dwa braki
podejécia Lopeza. Po pierwsze, model, ktéry nie generuje zadnego przekrocze-
nia uznawany jest za najlepszy. Po drugie, zwrot y,,, powinien by¢ porownany

z oczekiwanym niedoborem (ES), poniewaz warto$¢ zagrozona (VaR) nic nie
mowi na temat wielkosci oczekiwanych strat. Dlatego tez zaproponowali naste-
pujace funkcje straty:

N | ES, | jezeli nastapi przekroczenie -
1e+1 0 w przeciwnym przypadku
2
_ ES . . 1~ t . k .
LPZ,tH — (yt+l tm,) Je€zel nastgp1 przekroczenie (9)
w przeciwnym przypadku

Aby oceni¢, ktoéry model jest najlepszy, dla kazdego oblicza sig¢ $redni btad ab-
T
solutny (MAE) MAE = Z‘PL, /T, oraz $redni btad kwadratowy (MSE)

t=l1

T -
MSE :Z‘Pz’t /T, gdzie T jest liczba wykonanych prognoz, a funkcja straty

t=1

(LF) jest suma tych bledow (Angelidis, Degiannakis, 2006).

4. Metoda POT z zastosowaniem modeli zmiennos$ci

Istniejace podejscia do modelowania rozktadu zyskow/strat portfela instru-
mentéw finansowych mozna schematycznie podzieli¢ na trzy grupy: niepara-
metryczne metody symulacji historycznej, parametryczne metody oparte na
modelach zmiennosci oraz metody oparte na teorii wartosci ekstremalnych.
McNeil 1 Frey (2000) potaczyli wszystkie trzy metody, aby usunaé¢ ich wady i
wydoby¢ najlepsze cechy. Przyjmijmy, ze X, jest szeregiem czasowym dzien-
nych obserwacji stop zwrotow instrumentu finansowego, postaci

X,=u +o0,Z,, gdzie Z, jest biatym szumem z zerowa $rednia, jednostkowa

wariancja i dystrybuantg rozktadu brzegowego F,(z). Zakladamy, ze g, jest
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oczekiwanym zwrotem, a o, jest zmiennos$cia stop zwrotow. Aby zastosowaé

procedurg estymacji dla procesu X, nalezy wybra¢ dynamiczny model warun-

kowej sredniej i warunkowej wariancji. McNeil i Frey zdefiniowali proste jed-
nodniowe formy miar ryzyka w stosunku do procesu X, jako:

VaR, = p,,, +0,,VaR(Z), (10)
ES! =, +0,,ES(Z),. (11)

gdzie VaR; (Z) jest wartoScia zagrozong procesu Z,, a ES; (Z) jest odpowia-
dajacym oczekiwanym niedoborem. Podejscie polega na dopasowaniu modelu
zmiennoS$ci do stop zwrotow. Szacuje si¢ 4., oraz o,,, 1 oblicza si¢ standary-
zowane reszty modelu. Nastepnie stosuje sig teorig¢ wartosci ekstremalnych, aby
otrzyma¢ warto$ci VaR' (Z) i ES,(Z) za pomoca metody POT na podstawie

standaryzowanych reszt modelu. Problem przed jakim stajemy w przypadku tej
metody dotyczy wyboru liczby ekstremdéw k branych do estymacji. Wiele au-
torow sugerowato rézne rozwigzania, ale zadne z nich nie zostalo uznane za
uniwersalne.

5. Wyniki symulacji

Przedmiotem symulacji bylo porownanie oszacowan warto$ci zagrozonej i
oczekiwanego niedoboru dla wybranych modeli zmienno$ci z modelami, gdzie
zastosowano EVT. Porownanie polegato na wybraniu najlepszego modelu na
podstawie funkcji straty zaproponowanej przez Angelidisa i Degiannakisa
(2006). Do symulacji wykorzystano model SV z rozkladem normalnym oraz
model GARCH z rozkladami: normalnym i t-Studenta. Parametry szacowane
byly za pomoca metody najwigkszej wiarygodnosci w przypadku modeli
GARCH i metody quasi-najwigkszej wiarygodnosci w przypadku modelu SV.
W tabelach 1 i 2 pokazane zostaty wyniki symulacji przeprowadzonych na da-
nych dziennych. W symulacjach uzyto szeregéw ztozonych z 3000 obserwacji
(dane dzienne: 07.11.1994 — 31.10.2006), dla ktoérych szacowano 1000 wartosci
zagrozonych i oczekiwanych niedoboréw dla k& €[20;350]. Do wyznaczenia ES

dla modeli zmiennosci uzyto podejscia Dowda (2002), stad tez szacowano 1000
warto$ci zagrozonych do okreslenia jednego oczekiwanego niedoboru. Najniz-
sze wartosci funkcji straty wystapily dla modeli z zastosowaniem teorii warto-
$ci ekstremalnych. Ponadto model SV-POT jest zazwyczaj lepszy dla indeksow
gietdowych, a model GARCH-POT dla kursow walut. Nalezy zwrdci¢ uwage
na fakt, ze liczba przekroczen w przypadku modeli z EVT jest zazwyczaj
mniejsza niz oczekiwana liczba przekroczen, natomiast dla standardowych mo-
deli zmiennosci liczba przekroczen jest wigksza. W przypadku modeli zmien-
nosci z EVT mozna odnalez¢ takie warto$ci k (liczba ekstremow), gdzie staty-
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styka LR, jest znacznie nizsza, ale z drugiej strony warto$¢ funkcji straty jest

nieznacznie wigksza. Nalezatoby zdecydowac czy wybra¢ model, ktory posiada
lepsze wlasciwosci w §wietle statystyk testowania wstecznego, czy wybraé¢ mo-
del, ktory lepiej szacuje VaR i ES (mniejsza warto$¢ funkcji straty). Tutaj zde-
cydowano pokazywac takie modele, ktore charakteryzowaty si¢ najmniejszymi
wartosciami funkcji straty. Na wykresach 1 i 2 przedstawione zostaly wartosci
VaR i ES na poziomie o =0.05 dla indeksu WIG wyznaczone wedlug modelu
SV i SV-POT. Model SV-POT znacznie lepiej szacuje oczekiwang warto$¢ stop
zwrotow w przypadkach zaburzen na rynku. Druga istotna wiasnoscia jaka
mozna zauwazy¢ w przypadku modelu SV-POT (og6lnie modele z EVT) jest
to, ze oszacowania VaR sa bardzo bliskie oszacowan ES, czego nie mozna po-
wiedzie¢ o modelach bez uzycia EVT.

5 q Model SV-POT dla indeksu WIG

MMM, (.

s | |— — waR(0,01}

Wykres 1. Oszacowania VaR i ES modelu SV na poziomie & =0.05 dla indeksu WIG
Zrédlo: opracowanie wlasne.

WIG - - - -ES(U.UE—}l

Model 53V dla indeksu WG
r

e .uﬁ
||

A Ut S b ‘.,-,..:,,.ﬂf'jl | 
|| | I\'h'ﬂll MTHWWMiﬁwﬁ“ﬁ,ﬁ“‘wﬂﬂL i

. cyuf
W

MW B

i

-

-5 | WG — — “WaR(0,05) - - - -ES(III,IIIE-}l

Wykres 2. Oszacowania VaR i ES modelu SV-POT na poziomie & =0.05 dla indek-
su WIG

Zrodlo: opracowanie wilasne.
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Tabela 1. Wyniki symulacji dla indeksu WIG i EUR-USD (dane dzienne: 07.11.1994 —
31.10.2006, liczba obserwacji = 3000, liczba powtorzen 1000)

WIG, 0=0.05

Model k N LRuc | LRind K. | LRind Ch. LF Ranking
GARCH - 56 0.73 73.77 1.07 0.0656 5
GARCH TS - 60 1.98 79.29 1.54 0.1438 6
SV - 56 0.73 63.14 0.01 0.0276 4
GARCH-POT 41 39 2.75 61.38 1.23 0.017 3
GARCH-POT TS| 36 38 3.29 58.75 1.41 0.0163 2
SV-POT 22 11 46.27 67.54 2.61 0.0052 1

WIG, a=0.01

Model k N LRuc | LRind K. | LRind Ch. LF Ranking
GARCH - 16 3.08 31.74 0.52 0.00492 4
GARCH TS - 9 0.10 18.2 0.16 0.00496 5
NY% - 27 19.93 55.81 0.10 0.01168 6
GARCH-POT 52 10 0,00 18.64 0.20 0.00394 3
GARCH-POT TS| 32 11 0.10 21.35 0.24 0.00374 2
SV-POT 252 6 1.89 22.11 5.05 0.00279 1

EUR - USD, 0=0.05

Model k N LRuc | LRind K. | LRind Ch. LF Ranking
GARCH - 21 22.44 27.90 0.90 0.0179 4
GARCH TS - 23 19.04 26.62 1.08 0.0392 6
N\Y% - 74 10.63 96.92 0.04 0.0203 5
GARCH-POT 74 14 37.70 34.98 0.40 0.0027 2
GARCH-POT TS| 66 14 37.70 34.98 0.40 0.0026 1
SV-POT 130 34 6.04 24.18 2.40 0.0103 3

EUR - USD, ¢=0.01

Model k N LRuc | LRind K. | LRind Ch. LF Ranking
GARCH - 1 13.48 11.11 0.00 0.00020 4
GARCH TS - 1 13.48 11.11 0.00 0.00015 3
SV - 48 76.06 113.55 4.74 0.01485 6
GARCH-POT 24 1 13.48 11.11 0.00 0.00002 1
GARCH-POT TS| 104 1 13.48 13.48 0.00 0.00005 2
SV-POT 130 22 10.84 31.08 0.99 0.00688 5

Oznaczenia: k - liczba ekstremow wzigtych do estymacji dla modeli z zastosowaniem EVT, N - liczba prze-
kroczefi stopy zwrotu ponad VaR, LR - statystyka liczby przekroczen, LR, K - statystyka Kupca na nie-
zalezno$¢ przekroczen, LR, ,CH - statystyka Christoffersena na niezalezno§¢ przekroczen, LF - warto$é
funkcji straty i & - poziom istotnosci.

Zrédlo: obliczenia whasne.

Z przedstawionych rezultatéw empirycznych wynika, ze modele zmienno-
$ci z zastosowaniem teorii wartosci ekstremalnych lepiej szacuja oczekiwane
warto$ci przyszlych stop zwrotéw, co moze by¢ bardzo uzyteczne w przypadku
zjawisk o charakterze szokowych.
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Tabela 2. Wyniki symulacji (dane dzienne: 07.11.1994 — 31.10.2006, liczba obserwacji
= 3000, liczba powtdrzen 1000)

Ranking modeli wg funkcji straty dla a=0.05

Szereg GARCH | GARCHTS | SV |GARCH-POT | GARCH-POT TS | SV-POT
WIG 5 6 4 3 2 1
WIG20 5 6 4 2 3 1
NSDQ100 4 5 6 2 3 1
USD-PLN 3 5 4 1 2 6
EUR-USD 4 6 5 2 1 3

Ranking modeli wg funkcji straty dla 0=0.01

Szereg GARCH | GARCHTS | SV |GARCH-POT | GARCH-POT TS | SV-POT
WIG 4 5 6 3 2 1
WIG20 4 5 6 3 2 1
NSDQ100 3 2 6 4 5 1
USD-PLN 4 3 5 2 1 6
EUR-USD 4 3 6 1 2 5

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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