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Wykorzystanie multiczestosciowego modelu Markowa
do opisu zmiennosci szeregow finansowych

1. Wstep

W ciagu minionych 10 lat, odkad do modelowania szeregéw finansowych
wykorzystano procesy multifraktalne (Mandelbrot, Fisher, Calvet, 1997), podej-
scie takie zyskuje na popularnosci. Pojawiaja si¢ nowe wersje modeli, inne me-
tody estymacji oraz dokonywane sa proby wykorzystania multifraktali w za-
gadnieniach szczegotowych.

W referacie przywotano model multifraktalnej zmiennos$ci stochastyczne;,
zwany multiczestosciowym modelem Markowa, zaproponowany do opisu kur-
sow wymiany walut przez Calveta i1 Fishera (2004). Wykorzystano zawarta w
tej pracy procedurg estymacji parametrow takiego modelu do badania szeregow
finansowych pochodzacych z GPW w Warszawie.

2. Opis multiczestosciowego modelu Markowa

W modelach zmienno$ci stochastycznej zaktada sig, ze proces innowacji,
{x, =X,-X t—l} pochodzacy od procesu ekonomicznego {X ,} o duzej zmien-
nosci (np. logarytmiczna cena aktywu finansowego), da si¢ przedstawi¢ w po-
staci:

X, =0,&,. 1)

W opisie tym wystepuja dwa niezalezne od siebie zrodta losowosci: proces {5,}
niezaleznych zmiennych losowych o standardowym rozktadzie normalnym oraz
stochastyczny proces zmienno$ci chwilowej {Gt } , ktory moze przyjmowac roz-
na posta¢ w zalezno$ci od konkretnego modelu.
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W modelu multifraktalnym proces ten ma posta¢ multiplikatywna:

o, = O'\/Ml,, My, My, )

w ktorej o jest dodatnig stala, a M, , sa nieujemnymi czynnikami losowymi,
dla ktorych E(M, ,)=1. Dodatkowo zaktada sig, ze dla ustalonego ¢, wszystkie
czynniki My, M, ,..., M, sa statystycznie niezalezne, a wtedy parametr o jest
réwny bezwarunkowemu odchyleniu standardowemu innowacji x, .

W  multifraktalnym modelu Markowa przyjmuje si¢ ponadto, ze
M, = (M oMy s M t) jest procesem Markowa rzgdu pierwszego. Niejawne

M, mozemy woOwczas nazywaé wektorem stanu zmiennosci, a kazda M, , -

zmiennq stanu zmiennosci. Poszczegolne zmienne odpowiadajg réznym czgsto-
sciom wystegpowania zjawisk majacych wptyw na zmienno$¢ procesu. Maksy-

malna dopuszczalna czesto$é k =2,3,... jest z gory przyjmowana.

Dynamika procesu {O‘t } jest konsekwencja konstrukcji kolejnych wektorow
stanu zmiennosci. Konstrukcja ta jest iteracyjna. Bazuje ona na jednakowym, z
gory zadanym, rozkladzie M dla wszystkich mnoznikow M, , oraz prawdopo-
dobienstwach przejscia y, roznych dla poszczegdlnych czgstosci. W kolejnych
krokach iteracji, znajac wektor stanu M,_,, tworzymy poszczegdlne sktadowe
pozniejszego wektora M, . Dla dowolnego k = 1,....k moga zajs¢ dwie sytuacje:
z prawdopodobiefistwem przejscia y, skladowa M, jest niezaleznie losowane
z rozktadu M albo z prawdopodobienstwem przeciwnym zachowuje wartos¢ z
poprzedniej chwili czyli M kil -

Na wektor prawdopodobiefistw y =(y,,7,,...,y;) naklada sig zalozenia:

v =1=(1=7)6""), 3)

gdzie y, € (O,l), be (0,oo). Powoduja one, ze opisany model z czasem dyskret-
nym jest zbiezny do tzw. multifraktali Poissona, dla ktorych podane zostaty teo-
retyczne podstawy prognozowania zmiennosci (Calvet, Fisher, 2001).

W praktyce wykorzystuje si¢ dwa typy multiczgstosciowych modeli Mar-
kowa, jeden z czynnikami o rozktadzie dwupunktowym, drugi — normalnym. Sa
one bardzo oszczgdnie parametryzowane, a ilo$¢ parametréw nie zalezy od za-
ktadanej maksymalnej czgstosci bodzcow dziatajacych na system.

W pierwszym przypadku zaktada sig, ze czynnik M moze przyja¢ wartos¢
m, albo 2 —m, z jednakowym prawdopodobienstwem. Model posiada wow-

czas tylko cztery parametry y = (mo,a,b, 7/1;) nawet przy duzej ilosci stanéw

(np. 128 dla k=17 ). Parametry modelu mozna estymowaé¢ metode najwickszej
wiarygodnos$ci, opisana (na podstawie Calvet, Fisher, 2004) w nastgpnym
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punkcie i wykorzystang w badaniach empirycznych. Przyktadowa symulowana
trajektori¢ takiego modelu przedstawiono na wykresie 1.
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Wykres 1. Symulacja multiczgstosciowego modelu Markowa z czynnikami o rozktadzie dwu-
punktowym k=4, m =123,0=0.02, =15, VE =0.59.
Zrédlo: obliczenia wlasne.
Model z czynnikami o rozkladzie normalnym posiada pige¢ parametrow,
jednak do ich estymacji, ze wzgledu na nieskonczong liczbg standow, nie mozna

stosowacé tej samej metody co w pierwszym przypadku. W tym celu wykorzy-
stuje si¢ uogdlniona metodg¢ momentow przedstawiona przez Luxa (2001).

3. Estymacja parametrow modelu

Wektor zmienno$ci chwilowej M, dla czynnikéw losowych o rozkladzie
dwupunktowym przyjmuje d = 2% wartosci: ml,mz,...,ml; € Rf . Dynamike tan-
cucha Markowa {M »t=0,..,T } charakteryzuje wowczas macierz przejscia

A= (ai ) o elementach:
»J /1<i, j<d

k
. ; 1
Gy = P(M =’ | M, =m')= H[(l =M+ Em} : )
k=1
Niech n(.) oznacza ggstos¢ standardowego rozktadu normalnego, natomiast
g(m) oznacza iloczyn wszystkich wspotrzednych wektora m. Mozna pokazac, ze
w przypadku opisywanego modelu logarytm funkcji wiarygodnosci ma postac:

In L(x, .., Xp 30 ZIn[a) (11, 4)], (5)
gdzie
a)(x,)z n(xt/a.g(ml))‘ (x /o- ggmd)) ©)

a-g(ml) ’ O'gm ) ’
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natomiast wektor II, = (H},...,Hf ) jest wektorem warunkowych prawdopodo-

bienstw

1/ =P(M, =m | x,....x, ). 7)
ktére mozna wyznaczy¢ rekurencyjnie zadajac wektor poczatkowy
I, = 27k ..27% ) oraz regule:
11 _ w(xt+l)*(HtA) 8
t+ T Ve ( )
oo, ) % (11, 4))

Wystepujacy w powyzszym wzorze symbol * oznacza dzialanie, ktérego wy-
nikiem jest wektor, o i-tej wspotrzednej bedacej iloczynem i-tych wspotrzed-

nych wektorow sktadowych, natomiast = (1,...,1) eR?.

4. Przyktad empiryczny

Omowiona w poprzednim punkcie procedurg wykorzystano do estymacji
parametrow Multiczestosciowego Modelu Markowa dla trzech szeregdw po-
chodzacych z Gietdy Papieréw Wartosciowych w Warszawie. Badaniu poddano
dzienne logarytmiczne stopy zwrotu indeksu WIG20 oraz spotek Irena i Zywiec
za okres od poczatku 1995 roku do konca stycznia roku 2007.

Niestety nie powiodla si¢ proba dopasowania multifraktalnego modelu
zmiennosci dla akcji (maksymalizacja logarytmicznej funkcji wiarygodnosci nie
dawata sensownych rezultatow).

Wyniki, ktére otrzymano dla indeksu WIG20 przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1. Parametry modelu dla WIG20

model m, o b Yi InL

]; =2 1.2998 0.0207 20.5 0.0822 8125.3
]; =3 1.2340 0.02 4.37 0.0688 8135.1
]; =4 1.2268 0.0177 16.03 0.59 8138.4
]E =5 1.1829 0.0192 4.55 0.2460 8138.6
]; =6 1.1690 0.0185 4.65 0.7079 8138.7
]; =7 1.1690 0.0223 4.68 0.7103 8138.2

Zrédio: obliczenia wlasne.

Wyniki, ktére otrzymano sa zblizone do tych, ktore prowadzono dla krot-
szego o okoto 500 obserwacji szeregu (Miiller-Fraczek (2005)). Moze to §wiad-
czy¢ o pewnej stabilnosci metody estymacji.

Wydaje sig, ze wybor maksymalnej czgstosci ma wptyw na wielko$¢ para-
metréw modelu szczeg6lnie dla matych k , natomiast w miare zwiekszania ilo-
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$ci mozliwych stanéw jego znaczenie si¢ zmniejsza. Oczywiscie, spostrzezenie
takie nalezatoby jeszcze potwierdzi¢ dalszymi badaniami.

5. Podsumowanie

Wyniki przedstawionych badan empirycznych nie daja jednoznacznej od-
powiedzi na pytanie, czy proponowany pierwotnie dla innych szeregéw finan-
sowych Multiczgstosciowy Model Markowa moze by¢ z powodzeniem stoso-
wany dla notowan spotek gieldowych. Niepowodzenie procedury estymacyjnej
nie musi wynika¢ ze ztych charakterystyk szeregdw, ale moze by¢ spowodowa-
ne innymi czynnikami, np. numerycznymi. Konieczne sa dalsze badania, szcze-
goblnie akcji pochodzacych z dojrzalszych rynkéow finansowych.
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