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1. Wprowadzenie

Modele autoregresyjne z losowymi parametrami (RCA, ang. Random Coef-
ficient Autoregressive) sa uogodlnieniem klasycznych modeli autoregresyjnych.
Ze wzgledu na nieliniowa posta¢ warunkowej wariancji, wpisuja si¢ w popular-
ny w ekonometrii finansowej nurt modeli nieliniowych. Mozna rowniez dopa-
trzy¢ si¢ zwiazkow miedzy modelami czeSciowo stacjonarnymi, a modelami
RCA. Modele ze stochastycznym pierwiastkiem jednostkowym (STUR), stuza-
ce do opisu procesOw czgsciowo zintegrowanych, sa szczegdlnym przypadkiem
modeli RCA.

Wtasnos$ci modeli RCA szczegotowo omawiaja Nicholls 1 Quinn (1982). Ich
bayesowska analiza zostala wstgpnie przedstawiona przez Morretin i Safadi
(2003). W pracy tej autorzy omawiaja warunkowe gestosci a posteriori oraz
przedstawiaja pobieznie gestosci predyktywne. Przedstawiony artykut jest istot-
nym rozszerzeniem bayesowskiej analizy tej klasy modeli. Po pierwsze
uwzgledniono restrykcje nalozone na parametry, tak aby zapewnié stacjonar-
no$¢ modelu. Po drugie zaprezentowano, poprzez bayesowskie testowanie kon-
kurencyjnych modeli, testowanie stalosci parametrow autoregresyjnych. Dodat-
kowo, w artykule omoéwiono réwniez bayesowskie prognozowanie modeli
RCA.

Badania dotycza dziennych logarytmicznych stop zmian indeksu WIG20 w
okresie od 2 stycznia 2003 do 28 lutego 2007.

Uktad artykutu jest nastepujacy: w czesci drugiej przedstawiono postaé oraz
warunki stacjonarno$ci modelu RCA. W czgsci trzeciej omowiono bayesowska
estymacjg, prognozowanie i testowanie modeli RCA. Czg§¢ czwarta zawiera
badania empiryczne. Czg$¢ piata zawiera wnioski.



98 Jacek Kwiatkowski

2. Posta¢ i wiasnosci modelu RCA

Dla procesu y,, model z losowymi wspotczynnikami autoregresyjnymi rzg-
du p mozemy przedstawi¢ w nastgpujacej postaci (Nicholls, Quinn, 1982):

yt:¢0+2(¢i+ﬂit)yt—i+gt' (1

Przyjmijmy nastgpujace zalozenia dotyczace modelu (1) (por. Gorka, 2007):
a. {g,,t =12,..,N } jest ciagiem zmiennych losowych o niezaleznych i iden-
tycznych rozktadach normalnych z zerowa warto$cia oczekiwang E (5, ): 0
1 wariancjq E (gt2 )= c’,
b. wspotczynniki autoregresji ¢, dla i=1,..., p sa state w czasie,

c. p, =( 1o By )T jest losowym wektorem, ktorego kazda wspotrzedna jest

zmienng losowa o $redniej zero E(S,)=0 i wariancji E(,B,f)za)i2 dla
i=l,.,pit=1.,N,

d. zmienne losowe f,,,..., 8

L, S& Wzajemnie niezalezne,

e. proces resztowy ¢, 1 losowe parametry sa wzgledem siebie niezalezne;
g LB, t#si=1..,p.

Dla modelu (1) Morretin i Safadi (2003) wyprowadzaja warunkowe gesto-
$ci a posteriori. W celu znalezienia brzegowych gestosci a posteriori i ich cha-
rakterystyk stosuja algorytm Gibbsa.

Inng alternatywna posta¢ modelu RCA przedstawit Tsay (1987). Ma ona
kilka zalet. Umozliwia stosunkowo proste calkowania numeryczne metoda
Monte Carlo z funkcja waznosci. Dodatkowo posiada ciekawa interpretacje ze
wzgledu na posta¢ warunkowej wariancji i mozliwosci dokonywania poréwnan
z powszechnie stosowanymi modelami GARCH.

Oznaczmy przez y,_, zbidr informacji dostgpnych w okresie ¢ —1. Model

RCA (p) mozemy przedstawi¢ w nastepujacej postaci (Tsay, 1987):

P

Vo=t + D bV tE )
i=1

gt|l//t—l~N(O’ht)’ (3)
V4

h=c>+ Y iyl (4)
i=1

W modelu RCA dynamik¢ warunkowej wariancji 4, opisuje wariancja pro-
cesu ¢, oraz iloczyny wariancji parametréw £, 1 opoznionych kwadratow ob-
serwacji.
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Warunki konieczne i dostateczne stacjonarnosci procesu RCA(p) przedsta-
wiaja Andel (1976) oraz Nicholls i Quinn (1982). Oznaczmy przez M macierz
kwadratowa stopnia p :

M :{OP‘I IP‘I} (5)
P, L)

gdzie 0, jest (p - 1) - wymiarowym wektorem zerowym, 7, jest macierza

jednostkowa stopnia (p —1) oraz ¢_, = (¢p_1,...,¢1 )T. Proces autoregresyjny z

losowymi parametrami jest stacjonarny w szerszym sensie jezeli:
1. wartosci wlasne macierzy M leza wewnatrz kota jednostkowego,

2. w'a<l,gdzie = (0)12 yeees a);) jest wektorem, ktorego wspotrzedne sg wa-
riancjami losowych wspotczynnikow autoregresji /3, , natomiast a jest ostatnig

kolumna macierzy (I -MOM )_1. Symbol ® oznacza iloczyn Kroneckera.
Przyktadowo, proces RCA(1), czyli taki w ktérym wystepuje tylko jeden loso-
wy parametr, jest stacjonarny w szerszym sensie jezeli ¢, € (— 1,1) oraz

ol + ¢} <1.

3. Bayesowska analiza modeli RCA

Modelowaniem objgto szereg {yt,t =0,L...N + k}, otrzymany wedtug
formutly y, =1001n(x, / xH), gdzie N oznacza liczbg obserwacji, k& jest hory-
zontem prognozy, natomiast x, oznacza dzienne notowania indeksu WIG20 w

chwili ¢.

Do analizy przyjmijmy najbardziej ogdélna posta¢ modelu, mianowicie
RCA(3). Pozostale modele otrzymujemy poprzez natozenie restrykcji na po-
szczegoblne parametry. Dzigki temu mozemy testowac rzad autoregresji oraz ba-
da¢ stato$¢ parametrow. Model RCA(3) zaktada dla y, warunkowy (wzgledem

3
calej przeszloéci procesu) rozktad normalny o S$redniej p, =g, +Z¢[ V1
i=1
3
wariancji i, =o” + Za)fyf_i .
i=1
Przyjmijmy za 6= (¢0,¢1,¢2,¢3,a)12,a)22,a)32,0'2) wektor nieznanych para-
metréw. Dodatkowo niech y = ( Vises ¥ N) oznacza obserwowany fragment sze-
regu czasowego do dnia N, natomiast y, = (Vysssees Vyox ) OzNaCZa fragment

szeregu podlegajacy prognozowaniu. Gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa
wektora obserwacji przy ustalonych parametrach i warunkach poczatkowych
(ktore nie sa uwzglednione w notacji) ma postac:
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N+k N+k

p(yayf |€) H yt |l//t 1’ HfN yt |/ut= ’ (6)
i=1

gdzie f (z lc, w) oznacza gesto$¢ rozktadu normalnego o sredniej ¢ i warian-
cji w. Przyjmujemy, ze taczny rozktad a priori p(H) jest iloczynem niezalez-
nych rozktaddéw a priori jego wspotrzednych.

Dla wariancji a)i2 losowych parametrow f, oraz dla wariancji resztowej
o’ przyjeto rozktady wyktadnicze o $redniej i odchyleniu standardowym row-
nym odpowiednio 1 i 10. Dla wspolczynnikdw autoregresji zatozono wielowy-

miarowy rozktad normalny o zerowym wektorze $rednich i diagonalnej macie-
rzy kowariancji, z elementami na gtownej przekatnej réwnymi 10. Rozktad ten

okreslony jest na zbiorze @ = (¢1 05,0y )T eC,, gdzie C, oznacza obszar sta-

cjonarnosci procesu AR(3). Dla parametru ¢, przyjeto rozktad normalny o
sredniej réwnej zero i wariancji 10. Przestrzen parametréw dodatkowo ucigta
jest przez warunek ograniczajacy o’ a <1.

Tabela 1. Bayesowskie modele autoregresyjne ze statymi i losowymi parametrami

Model Estymowane parametry Model Estymowane parametry
M, ( 0’0'2) M; (¢0,¢1,a)12,0'2)
M, 6.6,0°) M, V80,0702, %)
M, Vsth0., %) M, sty 9.0 02,002, 07
M, (00:8.0..0.. %)

Przyjete rozktady a priori sa rozktadami wlasciwymi, bardzo rozproszony-
mi i odzwierciedlaja nieprecyzyjna wiedzg badacza na temat ich prawdziwych
wartosci.

Rozktad a posteriori wektora parametréw 6 nie jest zadnym znanym roz-
ktadem. Dlatego tez jego charakterystyki, a takze momenty rozktadu predyk-
tywnego dla (y, 1. Yien ) oraz histogramy otrzymane sa za pomocg metody

Monte Carlo z funkcja waznosci.

W tabeli 1 przedstawiono specyfikacje wszystkich modeli opisujacych dy-
namike stop zwrotu. Model M, opisuje brak jakiejkolwiek zalezno$ci autore-
gresyjnej. Modele M,,M,,M, to standardowe modele autoregresji od rzgdu
pierwszego, az do trzeciego. Modele M,M,M, to modele RCA, w ktorych

struktura autoregresyjna jest opisana zar6wno przez parametry losowe oraz nie-
losowe.
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W celu poréwnania mocy objasniajacej konkurujacych modeli, nalezy okre-
sli¢ ich prawdopodobienstwa a priori. W naszym przypadku mamy siedem
konkurujacych ze soba modeli probkowych. Prawdopodobienstwa a priori defi-
niuje si¢ tak aby byly jednakowe dla kazdego modelu. Na temat mozliwosci i
stosowalno$ci bayesowskiego testowania modeli pisze m.in. Osiewalski (2001).

4. Wyniki estymacji i rozktady predyktywne

Modele autoregresyjne z losowymi parametrami zastosowano do opisu
zmiennos$ci indeksu gieldowego 20 najwigkszych spotek notowanych na war-
szawskiej Gietdzie Papierow Wartosciowych (WIG20). Celem badania byt sze-
reg logarytmicznych stop zmian (w procentach). Badaniem objeto szereg z
okresu od 02.01.2003 do 28.02.2007. sktadajacy si¢ z N =1050 obserwacji.
Prognozowaniem objeto stopy zmian obliczone na podstawie trzech kolejnych
dziennych notowan w okresie od 01.03-05.03.2007. Wyniki dla modeli
M, —-M, otrzymano wykorzystujac 500 tys. losowan Monte Carlo z funkcja

waznosci rowna gestosci (maksymalnie) 8-wymiarowego rozktadu #-Studenta o
3 stopniach swobody. Tabela 2 zawiera wartosci oczekiwane i odchylenia stan-
dardowe a posteriori parametréw wszystkich modeli. W modelach M, — M,

wspotczynniki autoregresji szacowane sa ze stosunkowo malg precyzja, co
wskazuje na brak istotnej autokorelacji stop zmian. Wniosek ten znajduje po-
twierdzenie w wynikach zamieszczonych w tabeli 3, ktora zawiera prawdopo-
dobienstwa a posteriori. Najbardziej prawdopodobnym modelem jest model
M, ktory nie uwzglednia struktury autoregresyjnej. Skupia on ponad 64 pro-
cent catej] masy prawdopodobienstwa. Drugim modelem, z prawdopodobien-
stwem rownym 0.197, jest AR(1). Trzeci model to RCA(3). Jego prawdopo-
dobienstwo to 0.106. Czynnik Bayesa, obliczony miedzy AR(1) i RCA(3) jest
rowny 1.85. Oznacza to, ze — przy jednakowych prawdopodobienstwach a prio-
ri obu modeli — standardowy model autoregresyjny rzedu pierwszego jest pra-
wie dwa razy bardziej prawdopodobny a posteriori niz model RCA(3). Stosun-
kowo dobry wynik modelu RCA(3) moze wynika¢ z tego, ze przy malo istot-
nych wspolczynnikach autoregresji, jego posta¢ zblizona jest do modelu
ARCH(3). Wyniki bayesowskiego poréwnania sa mato wrazliwe na zmiang
warto$ci parametrow w rozkladzie a priori.
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Tabela 2. Wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe (podane w nawiasie) parame-
trow w modelach AR (M,,M,,M,) i RCA (M, M ,M,)

Parametry
# é, 4 A o w; o] o’

M 0.093 ) ) ) ) ) ) 1.716

! (0.040) (0.072)
M 0.086 0.061 ) ) ) ) ) 1.711

§ (0.041) | (0.031) (0.073)
M 0.086 0.060 0.003 ) ) . ) 1.711

’ (0.038) | (0.030) | (0.031) (0.068)
M 0.084 0.060 0.001 0.020 ) ) ) 1.713

¢ (0.042) | (0.032) | (0.030) | (0.030) (0.069)
M 0.081 0.060 ) ) 0.043 ) ) 1.654

i (0.040) | (0.030) (0.027) (0.079)
M 0.090 0.060 -0.004 ) 0.042 0.037 ) 1.600

6 (0.039) | (0.034) | (0.033) (0.027) | (0.022) (0.088)
M 0.102 0.064 -0.014 0.025 0.047 0.042 0.125 1.393

’ (0.102) | (0.032) | (0.032) | (0.034) | (0.029) (0.024) | (0.042) | (0.096)

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Tabela 3. Prawdopodobienstwa a posteriori modeli AR i RCA obliczone dla
logarytmicznych stop zmian indeksu WIG20
Model M, M, M, M, M, M, M,
Prawdopodobiefistwa a posteriori | 6437 | 0,1976 | 0,0020 | 0,0008 | 0,0491 | 0.0000 | 0,1067

p(M,|y)

Zrédio: obliczenia wlasne.

Tabela 4 zawiera warto$ci oczekiwane i btedy standardowe rozktadéw pre-
dyktywnych stopy zmian indeksu WIG20, uzyskane w modelu RCA(3). Jak wi-
da¢ rozproszenie rozktadow predyktywnych ro$nie wraz ze wzrostem horyzontu

prognozy.

Tabela 4. Wartosci oczekiwane i btedy standardowe gestosci predyktywnych w modelu
RCA(3) dla logarytmicznych stop zmian indeksu WIG20

RCA(3) Ya Yn+2 YN+3
Warto$¢ oczekiwana -0.0150 0.0161 0.0323
Odchylenie standardowe 1.6272 2.0972 1.6784

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Wykres 1.Histogramy brzegowych rozktadow predyktywnych logarytmicznych stop

zmian indeksu WIG20 obliczone w oparciu o model RCA(3) - M, i AR(1) -

M

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Na wykresie 1 przedstawiono histogramy oraz realizacje stopy zmian dla
prognozy dokonanej na trzy okresy poza proba, otrzymane w oparciu o model
RCA(3) i AR(1). Jak widac, przy podobnej lokalizacji gestosci predyktywnych,
rozproszenie jest wigksze w przypadku modelu RCA(3). Wigksze odchylenie
standardowe rozktadoéw predyktywnych wynika z faktu przyjecia warunkowej
wariancji. Rzeczywiste wartosci stop zmian, zaznaczone s na rysunkach czar-
nymi punktami.

5. Podsumowanie

Przedstawione wyniki wskazuja, ze modele RCA nie wnosza znaczacych
informacji do opisu szeregu WIG20. Stosunkowa duze prawdopodobienstwo a
posteriori dla modelu RCA(3) moze wynika¢ z faktu, ze przy mato istotnych
wspotczynnikach autoregresji jego postac jest bardzo zblizona do klasycznego
modelu ARCH(3). Ze wzgledu na identyczna posta¢ warunkowej $redniej w
modelach RCA i AR, gestosci predyktywne, uzyskane przy pomocy modeli au-
toregresyjnych z losowymi parametrami, charakteryzuja si¢ w poréwnaniu z
klasycznymi modelami autoregresyjnymi wigkszym rozproszeniem. Prezento-
wana publikacja zawiera analize¢ tylko jednego szeregu, trudno wigc okresli¢
stopien przydatnosci modeli RCA. Uwzglednienie zalezno$ci pomigdzy loso-
wymi procesami moze jednak poprawi¢ przydatnos¢ tego typu modeli do opisu
zmiennosci finansowych stop zwrotu.
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