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1. Wstep

Glownym celem referatu jest proba aplikacji asymetrycznego rozktadu La-
place’a (AL) do teorii budowy portfeli inwestycyjnych. Wybodr stosowanego
rozktadu nie jest przypadkowy. Wigkszos¢ ekonometrycznych modeli rynkow
finansowych zaktada, iz badane szeregi charakteryzowane sa za pomoca rozkta-
du normalnego, o zadanych parametrach definiujacych polozenie oraz skale
krzywej gestosci. Podejscie to wynika z Centralnego Twierdzenia Granicznego
(CTG), ktére juz w najprostszej formie zaktada, ze suma niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowych rozktadach posiada, jako graniczny, rozktad
normalny (Kotz, Kozubowski, Podgorski, 2002).

W rzeczywistosci finansowej podejscie to nie do konca jest spetnione. Sto-
py zwrotu z aktywow finansowych cechuja si¢ asymetria, leptokurtoza oraz
grubymi ogonami empirycznych rozktadéw, co zarazem odrzuca przydatno$¢
modeli gaussowskich w projektowaniu ich zmienno$ci. Rozwiazaniem w tym
przypadku okazuja si¢ rozklady, ktore uwzgledniaja wyszczegolnione powyzej
cechy. Wymieni¢ tu nalezy cata klas¢ modeli stabilnych czy geometrycznie sta-
bilnych, analizowanych ze wzgledu na przyjety schemat probabilistyczny. Ko-
zubowski i Podgorski (2000) sugeruja, ze ze wzgledu na brak Scisle okreslo-
nych postaci funkcji definiujacych modele stabilne (poza trzema przypadkami:
rozktadu Cauchy’ego, Lévy’ego oraz Gauss’a) ich stosowalno§¢ w analizie fi-
nansowych szeregéw czasowych jest nadal ograniczona. Dogodng alternatywa
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w tym przypadku moze okaza¢ si¢ rodzina asymetrycznych rozktadow Lapla-
ce’a. Zastosowanie tej klasy modeli do analizy stop zwrotu na polskim rynku
kapitatowym jest przedmiotem dalszej czgsci pracy.

2. Asymetryczny rozkfad Laplace’a

Asymetryczny rozktad Laplace’a (AL), podobnie jak rozktad gaussowski,
cechuje si¢ jednomodalnos$cia, a dodatkowo jego krzywa gestosci ma ostro
szpiczasty ksztatt w centralnej czgsci rozktadu. Ponadto uwzglednia on asyme-
trig, leptokurtoz¢ oraz wystgpowanie obserwacji oddalonych (Kozubowski,
Podgorski, 2000, 2003). Dodatkowa zaleta tej klasy modeli jest skonczono$¢
momentow wszystkich rzeddéw, okreslono$¢ funkcyjna krzywych gestosci oraz
nieskomplikowane procedury estymacyjne nieznanych parametrow takich roz-
ktadéw. Stosowalnos¢ rozktadéw AL nie ogranicza si¢ tylko do rynkéw finan-
sowych. Sa one szeroko wykorzystywane w takich obszarach nauki jak medy-
cyna, archeologia, biologia, ochrona $rodowiska czy fizyka, co potwierdza ich
wysoka uzytecznos$¢ (Kozubowski, Podgorski, 1999).

Zatozenia dotyczace normalnosci stop zwrotu z aktywow finansowych maja
scisty zwiazek z teorig portfela. Juz w klasycznym podejsciu Markowitz’a
(1952) zaktada sig, ze wielowymiarowy rozktad stop zwrotu jest rozkladem
normalnym (z odpowiednim wektorem $rednich i macierza wariancji-
kowariancji). Zalozenie to nie jest jednak spelnione. Wynika to przede wszyst-
kim z duzej zmienno$ci stép zwrotu, wysokiej czestotliwosci danych,
czy grupowania si¢ wariancji. Asymetryczny rozktad Laplace’a uwzglednia
wspomniane cechy.

W ujeciu jednowymiarowym zmienna losowa X posiada asymetryczny
rozktad Laplace’a, jesli istnieja parametry g€ R oraz o >0 takie, ze funkcja

charakterystyczna zmiennej losowej X ma posta¢ (Kozubowski, Podgorski,
1999):

1
t)=——5—, 1
(p() 1+0°t* —iut M
gdzie:
M — parametr potozenia,

o — parametr skali.
Zak*tada si¢ ponadto nastgpujace relacje pomigdzy parametrami:
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Parametr x okreslany jest jako niezmienny parametr skali:
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W zaleznosci od wartosci parametrow okreslajacych asymetryczny rozktad
Laplace’a, mozna  wyszczegdlni¢c  kilka  specjalnych  przypadkow.
Jesli 4 =0 =0 rozklad jest zdegenerowany w punkcie 0. Dla =0 oraz x>0
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K=

zmienna losowa ma rozktad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej u, natomiast
jesli =0 oraz o #0, mamy do czynienia z rozktadem Laplace’a o warto$ci

oczekiwanej rownej zero oraz parametrze skalujacym o . Dodatkowa zaleta tej
klasy modeli jest mozliwos¢ wygenerowania zmiennej losowej o0 wspomnianym
rozktadzie za pomoca innych znanych rozkladéw (np. mieszanka rozkladow
normalnych, wyktadniczych etc.).

Wykorzystujac parametr x funkcja gegstosci oraz funkcja dystrybuanty
zmiennej losowej o rozktadzie AL maja posta¢ (Kozubowski, Podgoérski, 2000):
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Szacowanie nieznanych warto§ci parametréw charakteryzujacych rozktad
przeprowadza si¢ najczgsciej w oparciu metod¢ momentéw (MME) oraz meto-
d¢ najwigkszej wiarygodnosci (MLE). W obu przypadkach otrzymane estyma-
tory sa stabilne (stale) oraz posiadaja rozktad asymptotycznie normalny.

Teoria portfela papieréw wartoSciowych sigga poczatkow lat pigédziesia-
tych ubieglego stulecia. Wybor optymalnej strategii inwestycyjnej oparty jest w
gtéwnej mierze o dwie podstawowe charakterystyki instrumentéw finansowych:
dochdd oraz ryzyko. Strategii inwestycyjnych moze by¢ zatem tyle, ilu jest in-
westorow, gdyz kazdy z nich w sposob indywidualny rozwaza sposoby genero-
wania zysku. Do okreslania poziomu dochodu oraz ryzyka wykorzystywane sa
metody statystyczne, ktore polegaja na analizie empirycznych rozktadoéw stdp
zwrotu. Wyznaczanie charakterystyk portfela inwestycyjnego (najczgsciej wie-
losktadnikowego) sprowadza si¢ do szacowania parametrow potozenia oraz
macierzy wariancji-kowariancji wielowymiarowego rozkladu stopy zwrotu (Ja-
juga, 2003). Dlatego tez przy okreslaniu poziomu parametréw opisujacych port-
fel inwestycyjny bardzo wazny jest dobér odpowiedniej postaci rozktadu bada-
nej zmiennej, opisujacej poziom dochodu.
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3. Przyktad empiryczny

Aplikacji asymetrycznego rozktadu Laplace’a do teorii budowy portfela in-
westycyjnego dokonano na przyktadzie szesciu spotek, notowanych na GPW w
Warszawie w okresie od 2 stycznia 2000 roku do 30 kwietnia 2007 roku. Lacz-
nie otrzymano szeregi czasowe liczace 1840 obserwacji, na podstawie ktorych
wyznaczono dzienne logarytmiczne stopy zwrotu (1839 obserwacji). Caty ba-
dany okres podzielono na dwa podokresy (kazdy liczacy po 920 obserwacji):

1. podokres budowy portfeli,

2. podokres testowania rozktadu.

Analizowane spotki naleza do sektora nowoczesnych technologii, reprezen-
towanego przez indeks gieldowy TECHWIG (portfel rynkowy).
Za kryterium doboru spétek do portfela przyjeto poziom odchylenia standardo-
wego, oszacowanego w pierwszym podokresie badania. Portfel 1 zawiera dwie
spotki o najwyzszym i najnizszym poziomie ryzyka sposrod wszystkich szesciu,
Portfel 2 kolejng par¢ o powyzszych wlasnos$ciach, natomiast Portfel 3 — pozo-
state dwie spotki (o najbardziej zblizonym poziomie ryzyka). Przyjeto rowne
udziaty spotek w portfelu. W tabeli 1 przedstawiono sktad poszczegdlnych port-
feli.

Tabela 1. Sktad portfeli

Portfel Spétka Ryzyko Dochéd
Portfel 1 MNI 0.04937 -0.00167
TPSA 0.02698 -0.00057
Portfel 2 ASSECOPOL 0.03851 -0.00108
SYGNITY 0.02998 0.00047
Portfel 3 PROKOM 0.03345 0.00030
COMARCH 0.03205 -0.00031

Zrédio: obliczenia wiasne.

Na podstawie danych z podokresu drugiego oszacowano oczekiwany do-
chéd oraz ryzyko dla trzech zbudowanych portfeli oraz dla portfela rynkowego.
Oszacowano takze parametry rozktadu stabilnego dla badanych szeregow w ca-
tym podokresie drugim. Wyniki tej ostatniej estymacji przedstawia tabela 2.

Dane w tabeli 2 potwierdzaja rozbiezno$¢ z rozkladem normalnym.
W przypadku kazdego z analizowanych portfeli warto$¢ indeksu stabilnosci
a <2, co swiadczy o gruboogonowy charakterze empirycznych rozktadow.
Rowniez test Kolmogorowa-Smirnowa odrzuca hipotezg, iz empiryczny rozktad
jest zbiezny z gaussowskim (chociaz w przypadku Portfela 2 dopiero na pozio-
mie istotnosci 0.057).
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Tabela 2. Parametry modelu stabilnego dla badanych portfeli
Portfel
a it /4 )
TECHWIG 1.77088 -0.350994 0.0075954 0.00078211
Portfel 1 1.72356 0.250867 0.0093612 0.00139063
Portfel 2 1.87118 0.318874 0.0093573 0.00061163
Portfel 3 1.81246 -0.019899 0.0089948 0.00060060

Zrédio: obliczenia wiasne.

W kolejnym etapie badania dokonano estymacji nieznanych warto$ci para-
metréw rozktadu AL. Zastosowano metode momentdéw, ktora dla duzej proby
umozliwia wyprowadzenie estymatorow cechujacych sig¢ stabilnos$cia oraz
zbiezno$cig z rozkladem normalnym. Warto$¢ dowolnego momentu (rzgdu 7 )
zmiennej losowej X o asymetrycznym rozkladzie Laplace’a wyznacza si¢ za
pomoca wzoru (Kozubowski, Podgorski, 1999):

r 1Y 2(r+1)
Ex :r!(zj Le 1y a0 )
K I+x
gdzie parametr x dany jest wzorem (2).
Estymatory otrzymane za pomoca metody momentoéw dane sa wzorem:
il |
|: ,\i| = 7;12 A2 | (6)
o - M

gdzie m, oraz m, sa oszacowanymi na podstawie proby estymatorami pierw-
szego 1 drugiego momentu zmiennej losowej o asymetrycznym rozktadzie La-
place’a.

W tabeli 3 przedstawiono parametry' charakteryzujace rozktady stop zwro-
tu badanych portfeli przy zatozeniu, ze posiadaja one funkcje gestosci okreslone
wzorem (3).

Z obliczen zaprezentowanych w tabeli 3 wynika, ze w przypadku kazdego
z analizowanych portfeli rozklad stopy zwrotu jest asymetryczny (x #1,
7, #0). Ponadto warto$¢ wspotczynnika ekscesu 7, >0, co $wiadczy o tym,

ze empiryczne rozklady sa leptokurtyczne. Najmniejszym stopniem asymetrii
oraz splaszczenia charakteryzuje si¢ stopa zwrotu Portfela 1. W przypadku tego
portfela wykazano najwigksza zbiezno$¢ z rozktadem normalnym.

! parametry wyznaczono na podstawie Kozubowski, Podgorski (1999).
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Tabela 3. Parametry asymetrycznego rozktadu Laplace’a dla badanych portfeli

Parametr
Portfel ~ - - ~ ~ 3
H o K 71 72
TECHWIG 0.000828 0.00877 0.95391 0.19953 3.02656
Portfel 1 0.000478 0.01755 0.98646 0.05782 3.00223
Portfel 2 0.000537 0.01012 0.97384 0.11235 3.00842
Portfel 3 0.000763 0.01011 0.96298 0.15970 3.01701

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Ponizej przedstawiono mape ryzyko - dochdd badanych portfeli przy zato-
zeniu, ze stopy zwrotu maja rozktad normalny oraz AL.

0,03 +
0,025 -
0,02 -
° o Portfel 1
§ 0,015 - o Portfel2  orel3 _
o Techwig , Portfel 1A
- * *
001 Portfel 2A Portfel 3A o TechwigA
0,005 -
o T T T 1
0,0004 0,0006 0,0008 0,001 0,0012
dochéd

Wykres 1. Mapa ryzyko-dochod

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Mapa ryzyko — dochod pokazuje, iz portfele charakteryzowane asymetrycznym
rozktadem Laplace’a (indeksowane symbolem A) cechuja si¢ nizszym pozio-
mem ryzyka niz w przypadku rozktadu normalnego (przy takim samym pozio-
mie warto$ci oczekiwanej portfela), a tym samym nizszym poziomem zmienno-
sci. Dopasowanie estymowanych rozktadow do danych empirycznych przed-

2 Wspotczynnik sko$nosci oszacowany na podstawie proby.
3 Wspotczynnik splaszczenia oszacowany na podstawie proby.
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stawiono graficznie na przyktadzie histogramu oraz wykresu kwantyl - kwantyl
dla Portfela 3 (wykresy 2 oraz 3).

50+

0.06 0.04 0.R46%5 10 6.2 0.04 0.06

Wykres 2. Histogram i krzywe gestosci — Portfel 3
Zrédio: opracowanie wiasne.

0.06

Wykres 3. Kwantyle asymetrycznego rozktadu Laplace’a — Portfel 3
Zrédio: opracowanie wiasne.

Na wykresie histogramu przedstawiono dodatkowo krzywe gestosci rozkta-
du stabilnego (linia przerywana) oraz AL (linia ciagta). Wida¢ wyraznie, ze w
przypadku rozktadu AL krzywa gestosci pokrywa wartosci oscylujace wokot pa-
rametru potozenia (charakterystyczny, ostro szpiczasty ksztatt krzywej gesto-
sci), uwzgledniajac zarazem leptokurtyczny charakter danych. Natomiast wy-
kres kwantyli potwierdza dobre dopasowaniu rozktadu do danych empirycz-
nych.
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4. Podsumowanie

Celem pracy byta proba zastosowania, odmiennego od klasycznego, pode;j-
scia do budowy portfela inwestycyjnego na przykladzie spotek GPW
w Warszawie. Dla uproszczenia zatozono portfele dwusktadnikowe, o rownych
udziatach. Ze wzgledu na rozbieznos¢ z rozktadem normalnym, charakterystyki
stop zwrotu oszacowano wykorzystujac asymetryczny rozklad Laplace’a. Wy-
kazuje on dobre dopasowanie do danych empirycznych, uwzgledniajac zarowno
leptokurtyczno$é, jak i gruboogonowy charakter finansowych szeregow czaso-
wych. Jego przewaga nad modelami stabilnymi wynika przede wszystkim z ist-
nienia jawnych postaci funkcji ggstosci oraz momentdow wszystkich rz¢dow.
Dodatkowo ta klasg rozktadow mozna tatwo zaaplikowa¢ w §rodowisko wielo-
wymiarowe, co umozliwia ich stosowalno$¢ w przypadku statystycznej analizy
rynkow finansowych.
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