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O kwantylowym funkcjonale asymetrii rozktadu wektora
losowego w badaniach szeregow finansowych

1. Wprowadzenie

Odstegpstwo wielowymiarowego rozkladu prawdopodobienstwo od ustalo-
nego pojecia symetrii okresla si¢ mianem skosnos$ci rozktadu. Przez symetri¢ na
0go61 rozumie si¢ wlasnos¢ obiektu polegajaca na tym, Ze istnieje pewne rozne
od tozsamos$ciowego przeksztatcenie, ktore odwzorowuje dany obiekt na niego
samego. Zaznaczmy, ze w przypadku wielowymiarowego rozkladu prawdopo-
dobienstwa wykorzystuje sie wiele' rézniacych si¢ wzajemnie pojeé wiclowy-
miarowej symetrii, ktore sprowadzaja si¢ do zwyklego pojecia symetrii w przy-
padku jednowymiarowym tzn. symetrii zwierciadlane;j.

Skosnos¢ wielowymiarowego rozktadu stanowi o czgsto$ci wychylania sig
wartosci wielowymiarowej zmiennej losowej reprezentujacej uktad ekonomicz-
ny o okreslony wektor od jej centrum. Zdaniem autora w wielu przypadkach jej
miar¢ mozna interpretowac¢ w kategoriach zewnetrznej sity dzialajacej na uktad
poprzez analogig z ksztattem nadmorskiej wydmy oraz sita wiejacego wiatru.

Skosno$¢ populacji wptywa m. in. na jako$¢ analizy czynnikowej, analizy
dyskryminacyjnej, uzytecznos¢ miar zaleznosci rozkladow brzegowych, szyb-
ko$¢ zbiezno$ci estymatorow potozenia i rozrzutu oraz ich interpretacje.

Niniejszy artykut ma na celu przedstawienie mozliwosci pomiaru odstgp-
stwa wielowymiarowego rozktadu od symetrii centralnej® za pomoca niepara-
metrycznego funkcjonalu asymetrii indukowanego przez stosownie wybrane

! Warto zapoznaé sig z praca Serfling (2006).
* Mowimy, ze wektor losowy X ma rozktad centralnie symetryczny wokét m jeze-

li X-0=60-X, gdzie symbol ” =" oznacza rowno$¢ rozktadow.
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pojecie wielowymiarowego kwantyla. Proponujemy zmodyfikowany funkcjonat
asymetrii wykorzystujacy funkcje glebi projekcyjnej. W pracy pokazujemy wy-
brane statystyczne wlasnosci funkcjonatu na przyktadzie symulacji oraz na
przyktadzie empirycznym. Przywolujemy wyniki wlasnych badan wskazujace,
ze w pewnych sytuacjach jego statystyczne wlasnosci sa lepsze od oryginalne;j
propozycji Chaudhuri’ego i Koltchinski’ego, ktorzy wykorzystywali pojecie
kwantyla przestrzennego.

W pracy B?7'(0) oznacza kule jednostkowa, Sfﬁl(O) oznacza sferg o pro-

mieniu » o $rodku w punkcie 0, A(S)jest miara Lebesque’a zbioru mierzalne-
go Scl?, X"={X,,...X,} oznacza n- elementowa probg z X, BP(T,X")
to punkt zatamania Hubera estymatora 7 z n- elementowej proby, LxJ ozna-
cza najwigksza liczbg catkowita nie wigksza od x.

2. Wybrane koncepcje wielowymiarowego kwantyla

Kwantyle przestrzenne (geometryczne) wprowadzili niezaleznie Koltchinski
(1997) oraz Chaudhuri (1996) uogdlniajac znana definicj¢ jednowymiarowego
kwantyla wykorzystujaca L; normeg. Otdz, dla jednowymiarowej zmiennej lo-
sowej X, dla ktorej E |X | <o idla 0< p<1, jednowymiarowy p —ty kwantyl

mozna okresli¢ jako kazda wartos¢ € minimalizujaca:

E[|x -6]+@2p-1(X-06)]. (1)

Chaudhuri uogélnia powyzsza definicje t¢ na przypadek [¢. Rozszerza
zbiér indeksow kwantyla do otwartej kuli jednostkowej B“~'(0), aby nastepnie
zdefiniowa¢ d — wymiarowe kwantyle jako minima formy:

E[D(u,X-6)-D(u,X)], )

gdzie X i 0 przyjmuja wartoéci w ¢ oraz @(u,t):||t||+<u,t> z |||| zwykla
normg euklidesows 1 <,> zwyktym iloczynem skalarnym.

W przypadku wektora losowego X w [J ¢ o rozkladzie F oraz wektora jed-
nostkowego ueB‘'(0), u—ty kwantyl Or(u)ma zaré6wno kierunek jak i
wielkosc.

Latwo pokaza¢ ze, dla kazdego u < B“™'(0), kwantyl Op () mozna przed-
stawi¢ jako rozwiazanie wzgledem x rownania:

~E[(X-x)/|X-x]|]=u. 3)

Wektor u mozna interpretowac jako znormalizowany przecigtny kierunek,
ktory trzeba pokonaé, aby przesuna¢ si¢ od obserwacji X generowanej przez
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rozktad F' do punktu x, bedacego minimum (3), gdy przecigtng bierzemy po
wszystkich obserwacjach X . Punkt x = Q.. (u, ) okreslamy jako centralny badz
odstajacy w zaleznosci od tego czy ||ux|| jest bliska odpowiednio 0 badz 1.
Definiowana w obrgbie podejscia tzw. mediana przestrzenna okreslona
jest warunkiem M, = Q. (0).
Warto zauwazy¢, ze w przypadku, gdy rozklad F wektora X jest centralnie
symetryczny wokot M, tzn. X—- M, oraz M, —X maja taki sam rozktad ,

wtedy dla funkcji O, zachodzi:

Or(—u)—M; =—(Or(u)-M), “EBd?l(O)- 3)

Kwantyle przestrzenne sa ekwiwariantne wzgledem przesunig¢, ortogonal-
nych i homogenicznych przeksztatcen skali tzn. mamy na uwadze przeksztatce-
nia postaci x+—> Ax+b, gdzie A jest macierza ortogonalna, b jest dowolnym
wektorem. Miara odstawania punktu xjest niezmiennicza wzgledem prze-

ksztatcen liniowych tzn. “Q;;H, (x)” = HQ; (x)” .

Wielowymiarowe kwantyle wprowadza sig¢ takze w obrgbie konkurencyjne-

go 1 ogolniejszego do powyzszego podejscia okreslanego mianem koncepcji
glebi danych (patrz np. Dyckerhoff, 2004) badz Liu i in, 1999).
W ramach koncepcji rozwaza si¢ specjalna funkcje nazywane statystycznymi
funkcjami glebi (glgbiami) stuzace porzadkowaniu obserwacji generowanych
przez wielowymiarowe rozklady na zasadzie odstawania od centréw tychze
rozktadow. Punkt, dla ktorego funkcja glebi przyjmuje wartos¢ maksymalng
okresla si¢ mediang indukowana przez stosownie wybrang funkcje glebi.

W niniejszej pracy wykorzystujemy tzw. funkeje glebi projekeyjne;j’, kto-
rej wlasnosci badali m. in. Zuo (2003) oraz Zuo i in. (2004).

Otoz glebia projekcyjna punktu x €[] ¢ definiowana jest jako:

-1
PD(x,X")=| 1+sup uTx—m(uTX”)/O'(uTX”) , G

Jul=1

gdzie m i o to miary polozenia i rozrzutu w [ ,u’ X" ={uTX1,...,uTXn}.

Glebia projekcyjna oraz indukowane przez nia estymatory potozenia cen-
trum oraz rozrzutu wektora losowego odznaczaja si¢ bardzo dobrymi wlasno-
sciami w kategoriach odpornosci oraz efektywnosci dla szerokiej klasy popula-
cji. Glebia ta jest afinicznie niezmiennicza.

? Zuo (2003) wykazal, ze gdy punkty X"sa w ogdlnej pozycji, tzn. nie wigcej niz
d — punktéw z X" nie lezy w d —1 wymiarowej hiperplaszczyznie, to wtedy
BP(PM ., X")= L(n —-d+ 1)/2J/n , gdzie PM . oznacza mediang projekcyjna.
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Najczesciej wykorzystuje si¢ odporne m i1 o takie jak mediana (Med.)
badz zmodyfikowana mediana odchylenia absolutnego od mediany MAD, :

MAD, (x") = Med, {\x,. — Med (x" )\} : (5)

gdzie Med,; = (X (ruapjz) + X mrasnz )/ 2

oraz X,y <X, <--- <X, oznacza uporzadkowany zbior obserwacji.
Wykorzystujac kwantylowa funkcje Q. badz glebig projekcyjna PD(X, F)

definiuje si¢ tzw. obszary centralne rzedu » (w obrgbie koncepcji glebi da-
nych ich brzegi okresla si¢ mianem d-wymiarowych kwantyli):

Cr(r)={0p (w):Ju] <}, (©6)
PCp(r)={x:PD(x;F)>r}. (7)

W przypadku gdy F jest centralnie symetryczny, obszary centralne odzna-
czaja si¢ taka sama wlasnoscia.

Wykorzystujac obszary centralne mozemy zdefiniowac tzw. krzywa skali
bedaca rzeczywistym funkcjonatem objgtosci obszarow centralnych a stuzaca
do nieparametrycznego opisu rozrzutu wektora losowego wokot wielowymia-
rowej mediany. Krzywa skali definiowana jest jako:

ve(r)=A(Cr(r)), 0<r<1, ®)
Ve(r)=A(PCr(r)), 0<r<l1. 9

3. Kwantylowy funkcjonat asymetrii

Zdaniem autora propozycja nieparametrycznej miary wielowymiarowej
skos$nosci, na ktora warto zwroci¢ uwage w konteks$cie badan oddziatywan
uktadéw ekonomicznych oraz specyfikacji modeli ekonometrycznych jest tzw.
kwantylowy funkcjonal asymetrii. Funkcjonat zostat po raz pierwszy wpro-
wadzony w obrebie studiow nad pojeciem kwantyla przestrzennego a jak zoba-
czymy w dalszej czgsci mozna go takze zdefiniowa¢ w ramach koncepcji glebi
danych. Przez sko$no$¢ bedziemy rozumie¢ odstgpstwo od symetrii centralne;.

Wykorzystujac wprowadzona wczesniej funkcje¢ kwantylowa Q(u)moze-
my zdefiniowa¢ L — funkcjonat o wartosciach wektorowych bedacy wazona
srednia Qp(u):

I Or (w)m(du), (10)

B (0)

gdzie catkujemy wzgledem rozktadu m(du) na zbiorze indeksow B¢~ (0) .

W kontekscie dalszych rozwazan szczegélnie interesujaca jest klasa miar
potozenia uzyskiwana w oparciu o powyzszy funkcjonat a zdefiniowana przez:
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()= [ Op(wm(du), 0<r<l, (11)
s77(0)
gdzie S?7'(0) jest sfera o promieniu 7 z $rodkiem w punkcie 0oraz m(du) jest
rozktadem jednostajnym na tej sferze. (Zauwazmy, ze /,.(0) =M ).

Warto zaznaczy¢, ze w przypadku centralnie symetrycznych F ma miejsce
interesujaca wlasnos$¢ funkcjonatu: /. (r) = M., ktéra wykorzystuje si¢ w kon-
struowaniu miary sko$nosci.

Latwo pokazaé, ze [, (r)jest ekwiwariantne wzgledem przesunig¢ ortogo-
nalnych i homogenicznych przeksztalcen skali.

Wektorowy funkcjonal wielowymiarowej sko$nosci definiowany jest jako:
lp(r)—Mp
Ve (r )l/d

gdzie M, oznacza wielowymiarowa mediang, v.(r) oznacza krzywa skali,

sp(r)=2 ,0<r<l, (12)

d oznacza wymiar wektora losowego, /.(r)oznacza wprowadzony wczesniej
L — funkcjonat .

W przypadku centralnie symetrycznych F dla kazdego r warto$cia funk-
cjonatu jest wektor zerowy.

Ideg¢ pomiaru sko$nosci za pomoca (13) mozemy wyrazi¢ w nastgpujacy
sposob: dla kazdego r €(0,1) badamy roéznicg pomiedzy mediang a przecigtng
punktow nalezacych do r —tego obszaru centralnego, réznice takie ,,standary-
zujemy” objetosciami 7 — tych obszaréw centralnych.

W oparciu o wprowadzony funkcjonal mozna uzyska¢ skalarng miarg sko-
$nosci rozkladu F w jakimkolwiek kierunku / branym od mediany M, roz-
wazajac iloczyny skalarne:

(sp(r),h) dla 0<r<1. (13)

Wykorzystujac funkcjonat (13) mozna takze zaproponowal rzeczywisty
funkcjonat asymetrii:

i1 0,2 Wm(dw) M,

=2 , 0 1, 14

”sF (r)” vy (r)l/d <r< (14)
oraz rzeczywisty indeks asymetrii:

Ay =supy_, s ()] (15)

Propozycja: Zauwazmy, ze zarowno rzeczywisty funkcjonal asymetrii (15)
oraz indeks asymetrii (16) oraz mozna zdefiniowa¢ z wykorzystaniem stosow-
nie wybranej funkcji giebi np. glebi projekcyjnej. Za M. przyjmiemy w takim
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przypadku mediang indukowana przez giebig projekcyjna PM ., dla kazdego
r €(0,1) badamy réznicg pomigdzy przecigtna punktow wewnatrz obszaru cen-
tralnego rzgdu » a mediang PM . .

Rozwazmy mianowicie:

J'PCF OO, (dx)~ PM,

1/d

|5 (o) =2 ,0<p<l, (16)

Ve (p)
gdzie, PC.(p) to projekcyjny obszar centralny rzedu r, m,(dx)oznacza mia-

r¢ np. jednostajng na PC.(p), PM, oznacza indukowang przez glgbig projek-
cyjna mediang, W (-) wlasciwa dla zagadnienia funkcj¢ wagowa np. W(x)=x.

Proponowany funkcjonal asymetrii dzigki wtasnosciom glebi projekcyjnej i
wlasnosciom indukowanych przez nia obszaréw centralnych jest afinicznie nie-
zmienniczy tzn. nie zalezy od przyjetego w badaniu uktadu wspotrzednych.
Umozliwia nieparametryczny pomiar asymetrii populacji nie posiadajacej mo-
mentéw. Mozna pokazaé, ze funkcjonat (17) z proby jest mocno zgodnym w
sensie odlegtosci Kotmogorowa estymatorem odpowiednika w populacji.

4. Wiasno$ci proponowanego funkcjonatu asymetrii

W celu sprawdzenia wybranych wiasno$ci (17) przeprowadzono badania
symulacyjne. Generowano mianowicie po 100 prob 100 elementowych z dwu-
wymiarowych rozktadow (na wykresach 1-4 pokazano przypadki a i b):

a) skosnego normalnego 1 skosnego T o dwoch stopniach swobody
o parametrach: potozenia m=(0,0), rozrzutu W=diag(2)-5, ksztattu

a=(2,-5).
b) skosnego normalnego i skosnego T o dwoch stopniach swobody o parame-
trach: potozenia m = (0,0) , rozrzutu W= diag(2)-5, ksztaltu a =(-2,-15).
c¢) Marshalla-Olkina o parametrach 1, =(LL1) 11, =(0.01,0.0L1).

Wyniki symulacji tzn. oszacowane krzywe asymetrii sumarycznie zaprezen-
towano na wykresie 5. Z wykresu wynika m. in., ze proponowany funkcjonat
dobrze rozroznia zar6wno wyszczegolnione typy rozktadéow (skosny normalny,
skosny T, Marshalla-Olkina) jak i rozklady nalezace do tego samego typu a
rozniace si¢ parametrem asymetrii. Dodajmy, ze z prowadzonych wcze$niej ba-
dan wynika, Zze nasza propozycja lepiej rozréznia pomigdzy sko$nymi rozkta-
dami normalnym i T anizeli oryginalna propozycja Chaudhuri (1996) oraz pro-
pozycje Liu i in (1999).
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Wykres 1. Kontury statej ggstosci skosnego
rozktadu normalnego z W = diag(2)-5
m=(0,0), a=(2,-5)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wykres 3. Kontury statej ggstosci skosnego
rozktadu normalnego z W = diag(2)-5,
m=(0,0), a=(-2,-15)

Zrédlo: opracowanie wiasne.

5. Podsumowanie

Wykres 2. Kontury stalej gestosci skosnego
rozktadu T z W = diag(2)-5, m=(0,0),
a= (2,—5) .

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wykres 4. Kontury stalej gestosci skosnego
rozktadu T z W = diag(2)-5, m=(0,0),
a=(-2,-15)

Zrédio: opracowanie wiasne.

Nieparametryczny i odporny pomiar stopnia asymetrii rozkladu opisujacego
wielowymiarowy uktad ekonomiczny jest wazny zarowno z teoretycznych jak
i praktycznych wzgledoéw. Zdaniem autora naszkicowana w pracy perspektywa
badan odstgpstw od symetrii centralnej moze przyczyni¢ sig¢ do lepszego zro-
zumienia struktury wspotzaleznosci uktadow ekonomicznych. Przedstawione
wlasnosci proponowanego funkcjonatu asymetrii wykorzystujacego glebig pro-
jekcyjna wydaja si¢ by¢ wystarczajacym uzasadnieniem dalszych studiow za-

gadnienia.
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Rys. 5: Wyniki badan symulacyjnych proponowanego funkcjonatu asymetrii
Zrodlo: opracowanie wlasne.



