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Modelowanie szeregow czasowych z wahaniami
W czasie o nieliniowo zmiennej amplitudzie
na przykfadzie inflacji rejestrowanej

1. Wstep

W teorii prognozowania do modelowania szeregéw czasowych z waha-
niami w czasie, wykorzystuje si¢ dwa podstawowe typy modeli - addytywne i
multiplikatywne. Wprawdzie modele multiplikatywne umozliwiaja uwzglednie-
nie zmienno$ci amplitudy wahan w czasie, jednak ich istotnym ograniczeniem
jest mozliwos¢ modelowania zmian jedynie wprost proporcjonalnych do trendu.
Unikniecie tego ograniczenia umozliwia zastosowanie modelu addytywnego, w
ktorym amplituda oscylacji moze zmienia¢ si¢ wedlug dowolnej nieliniowe;j
zalezno$ci. W artykule opisane zostang zasady konstrukcji takiego modelu oraz
sposob wyznaczenia funkcji, zgodnie z ktora zmienia si¢ amplituda oscylacji.

Model ten przedstawiony zostanie na przyktadzie inflacji rejestrowanej
(indeksu cen towarow i ustug konsumpcyjnych). Do jego budowy uzyte zostana
warto$ci indeksu w okresie od marca 1990 r. do lutego 2006. Inflacja rejestro-
wana z przedzialu od marca 2006 do marca 2007 wykorzystana bedzie nato-
miast do weryfikacji modeli.

Model addytywny ze zmienng amplituda wahan zostanie porownany z
modelem multiplikatywnym. Okresowo$¢ inflacji do obydwu modeli wprowa-
dzona bedzie dwiema podstawowymi metodami — analiza Fouriera oraz metoda
wskaznikow.



2. Metody wyodrebniania tendencji rozwojowej oraz amplitudy
oscylacji

Wezmy pod uwage pewna zmienna y(t) zalezna od czasu. Zaktadamy, ze
zmienno$¢ jej wynika z dwoch czynnikow. Pierwszy z nich to zmiany wedtug
pewnej funkcji zwanej trendem (nazywanej takze tendencja rozwojowa), ktora
oznaczymy jako y (t). Drugi natomiast jest konsekwencja pewnych powtarzaja-
cych sig cykli o(t). W prognozowaniu wyroznia si¢ dwa typy modeli - addytyw-
ny i multiplikatywny (patrz praca zbiorowa pod redakcja Cieslak 2005, Wit-
kowska 2005, Zelia$ i inni 2004). W modelu addytywnym, jak wskazuje nazwa,
wahania okresowe dodawane sa do funkcji trendu, w multiplikatywnym zas
przez nia mnozone. Modele addytywne stosowane sa, gdy wahania cechuje
stato$¢ w czasie, natomiast multiplikatywne w przypadku przeciwnym — waha-
nia ulegaja w czasie zmianom wprost proporcjonalnym do trendu.

Model addytywny mozna zapisa¢ nastgpujaco:

YO =y (0 +o() + & (1)
natomiast multiplikatywny jako:
y)=y'(®) ot) & (2)

gdzie: &; jest elementem losowym, zakldceniem.

Do wyznaczenia funkcji trendu zastosowaé mozna metod¢ najmniejszych
kwadratéw. Pamigta¢ jednak nalezy, ze w przypadku przyjecia modelu multi-
plikatywnego, konieczne jest obustronne zlogarytmowanie rownania (2), spro-
wadzajace go w istocie do modelu addytywnego. Wyznaczony wowczas trend
nalezy przeksztatci¢ przy pomocy funkcji wyktadniczej, ktorej podstawa po-
winna by¢ taka sama, jak podstawa uzytego logarytmu.

Po wyznaczeniu trendu nalezy go wyeliminowac, aby wyodrebni¢ czgs¢
wynikajaca jedynie z okresowosci zjawiska. Sposob eliminacji zalezy od typu
modelu. W modelu addytywnym trend jest odejmowany od rzeczywistych war-
tosci zmiennej, w multiplikatywnym natomiast warto$ci rzeczywiste sa przez
trend dzielone. Uzyskana funkcja okresowa oznaczona zostanie jako o(t). W
modelu addytywnym oblicza si¢ ja jako:

o(t) = y(t) - y*(t) 3)
a w modelu multiplikatywnym natomiast:
t
o(y= 2V @)
y (V)

Przeksztatcenie (3) lub (4) powinno doprowadzi¢ do uzyskania funkcji
okresowej, w ktorej nie wystgpuja zmiany wahan w kolejnych okresach, Iub
inaczej mowiac amplituda oscylacji nie ulega zmianom w czasie. Jest to mozli-
we, jesli w funkcji zrodtowej y(t) amplituda wahan byla stala i zastosowano
model addytywny lub, gdy amplituda byla wprost proporcjonalna do trendu i
przyjeto model multiplikatywny.

Jesli jednak wahania zmieniaja si¢ w czasie 1 nie sa proporcjonalne do
trendu, modele (1) i (2) nie pozwola prawidlowo opisa¢ zjawiska. Modele te
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zawodza rowniez w przypadkach, gdy wahania zmieniaja si¢ w czasie (nawet
proporcjonalnie do trendu), jednak zmienna y(t) przyjmuje réwniez wartosci
ujemne. Model addytywny uniemozliwia modelowanie zmienno$ci wahan, za$
multiplikatywnego nie mozna zastosowac, poniewaz nie mozna zlogarytmowac
funkcji y(t).

Warto tu jeszcze wspomnie¢ o jeszcze jednej wadzie modelu multiplika-
tywnego. Zaktada si¢ w nim bowiem, ze zaklocenia sa mnozone przez funkcje
obrazujaca zaleznos$¢ badanego zjawiska od czasu. Warto$¢ ich jest wigc zwie-
lokrotniana w wyniku tej operacji. W wigkszos$ci modeli ekonometrycznych
zaktocenia sa do poszukiwanych zaleznosci dodawane. Mnozenie zaktocen we
wzorze (2) wynika z konieczno$ci linearyzacji zadania poprzez logarytmowa-
nie.

W przypadkach, gdy wahania okresowe ulegaja zmianom w czasie, za$
ich amplituda nie jest stala, jedynym rozwiazaniem jest zalozenie modelu addy-
tywnego i oscylacji o amplitudzie zmiennej. W funkcji o(t) nalezy wowczas
wyodrebni¢ amplitude zalezna od czasu a(t) i wahania w(t), o odchyleniach nie
zmieniajacych si¢ w czasie (nie zaleznym od rozpatrywanego cyklu). Funkcja
o(t) jest wowczas okreslona jako:

o(t) = a(t) - w(t) 6]

Wyodrgbnienie sktadnika w(t), wymaga wyznaczenia funkcji a(t). Wzor
(5) przypomina wprawdzie model multiplikatywny, nie jest nim jednak. Funk-
cja o(t) zostala uzyskana poprzez odjecie od y(t) funkcji trendu. Przyjmuje wigc
warto$ci zarowno dodatnie jak i ujemne, a oscylacje nastepuja wokot zera. Nie
ma wigc mowy o funkcji trendu — poniewaz zostata juz wyeliminowana. Co do
funkcji a(t) nalezy przyjaé, ze przyjmuje wartosci zawsze dodatnie (amplituda
wahan nie moze by¢ ujemna).

Wyeliminowanie warto$ci ujemnych z o(t) wymaga obliczenia warto$ci
bezwzglednej |o(t)]:

lo(t)] = [a(t) - w(t)| = a(t) - [w(t)| (6)

W funkcji |o(t)| natomiast mozna juz wyraznie wyrézni¢ tendencje roz-
wojowa, wynikajaca ze wzrostu (lub zmniejszania) si¢ wahan w czasie. Jesli
roéwnanie (6) zostanie potraktowane jak model multiplikatywny a(t) moze by¢
wyznaczone jako funkcja trendu dla |o(t)|. Zastosowanie metody najmniejszych
kwadratéw mozliwe bedzie po obustronnym zlogarytmowaniu wzoru (6).

Ostatecznie wigc, eliminacja zmienno$ci amplitudy wahan wymaga po-
dzielenia o(t) przez oszacowana zaleznos¢ a(t):

wi =20 ™)
a(t)
Otrzymana w ten sposob funkcja reprezentuje wahania, ktorych amplituda w
czasie nie ulega zmianie.
Do modelowania szeregéw okresowych o statej amplitudzie i bez tenden-
cji rozwojowej zastosowa¢ mozna analiz¢ Fouriera i metod¢ wskaznikow.

Omowienie metody wskaznikéw znalez¢ mozna w wigkszosci podrgcznikow do
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prognozowania (praca zbiorowa pod redakcja Cieslak 2005, Witkowska 2005,
Zelia$ 1 inni 2004). Pobiezne opisy analizy Fouriera zawiera rowniez wigkszos$¢
z nich. Jako przyktad dokladnej prezentacji tej metody poda¢ mozna pracg
(Osiowski 1981).

Po zbudowaniu modeli konieczne jest dokonanie oceny ich poprawnosci.
Mozna wykorzysta¢ do tego wiele formut okreslajacych btedy ex post tzw. pro-
gnoz wygastych (ich bogaty przeglad zawiera praca Witkowskiej 2005). Naj-
czesciej wykorzystywany jest btad sredniokwadratowy, okreslony wzorem:

RME = \/ﬁi(y(t) —y(@®)) ®)

t=1
Zwykle wymaga si¢ aby okres, dla ktorego obliczany jest btad, nie byt uzyty do
jego konstrukcji.

Rys 1. Wartosci indeksu cen towardéw i ustug konsumpcyjnych w latach 1990 — 2003
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Zrédto: Opracowanie whasne.

3. Modele inflacji w Polsce

Na rys. 1 przedstawiono wykres obrazujacy zmiany indeksu cen towarow
1 ushug konsumpcyjnych w Polsce od marca 1990 r. do lutego 2006. Wykres ten
wyraznie pokazuje, ze wahania inflacji nie sa state w czasie, wobec czego nie-
celowe jest do modelowania zjawiska, uzycie zwyktego modelu addytywnego.
Dlatego tez zbudowany zostanie model addytywny ze zmienna w czasie ampli-
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tuda wahan, oraz dla pordwnania model multiplikatywny. W obydwu przypad-
kach zastosowana zostanie analiza Fouriera i metoda wskaznikow.

Ostatecznie powstana cztery nast¢pujace modele inflacji rejestrowane;:

1. Model multiplikatywny, okresowo$¢ modelowana analiza Fouriera.

Model multiplikatywny, okresowos$¢ modelowana metoda wskaznikow.

3. Model addytywny ze zmienna amplituda, okresowo$¢ modelowana anali-
za Fouriera.

4. Model addytywny ze zmienng amplituda, okresowo$¢ modelowana meto-
da wskaznikow.

Pierwszy etap polegal na wyznaczeniu dla obydwu modeli trendu, przy
czym w przypadku modelu multiplikatywnego konieczne byto uprzednie zloga-
rytmownie danych, a nastgpnie przeksztatcenie uzyskanej zaleznosci za pomoca
funkcji wyktadniczej o podstawie takiej, jaka uzyto do logarytmowania. Ponie-
waz uzyto logarytmu naturalnego, konieczne bylo przeksztalcenie przez funkcje
exponens.

Dla modelu multiplikatywnego najlepiej dopasowany byt trend potego-
wy, ktory po przeksztalceniu przez funkcje exponens okreslony jest formuta:

y = exp(4,6792-t™") 9)

Dla modelu addytywnego rowniez najlepiej dopasowany byt trend pote-

gOWwWy 0 postaci:
y=107,66-t"" (10)

Po wyeliminowaniu trendu w przypadku modelu addytywnego, nalezy
jeszcze wyznaczy¢ amplitude wahan. Wymaga to wyznaczenia wartosci bez-
wzglednej, oraz zlogarytmowania uzyskanego przebiegu. Najlepsze dopasowa-
nie cechowato trend liniowy. Ostatecznie po przeksztatceniu przez funkcje
exponens otrzymuje si¢ nastgpujaca funkcje modelujaca amplitude:

y =exp(-0,0073 -t —-0,4384) (11)

Dla szeregébw oczyszczonych z trendu i amplitudy (w modelu addytyw-
nym) przeprowadzona analiza Fouriera wskazuje, ze najwigkszy wplyw maja
sktadowe harmoniczne o czgstotliwos$ciach odpowiadajacych okresom 12, 4, 16
i 3 miesigcznym w modelu multiplikatywnym, oraz 12, 4, 3 1 16 w addytyw-
nym. Nalezy doda¢, ze najwazniejsze w obydwu modelach byly skladowe od-
powiadajace 12 i 4 miesiacom. Poniewaz istotne byly rowniez sktadowe 3 —
miesigczne, mozna podejrzewac, ze wystepuje tu zjawisko tzw. rozmywania
widma miedzy sasiadujace sktadowe harmoniczne. Wobec tego mozna powie-
dzie¢, ze podstawowe znaczenie ma zmienno$¢ w cyklu rocznym i kwartalnym.

Model multiplikatywny Fouriera ma postac:

7(£) = exp(4,679 -t ). (0,00190 - cos(27r L zj ~0,00593 - sin(Zﬁ L zj +
—0,00562 - cos[Z;z' i . t) —0,00078 - sin[Z;z' i . tj -0,00217 - cos(2ir . E . tj +
12 12 12

—-0,00201 - sin[27r . g . tj ++0,00043 - cos(27r . % . t] +0,00254 - sin(Zﬁ . % . t))



addytywny ze zmienng amplituda wahan, za$ jest nastepujacy:

i(t) =107,66 - t ' + exp(=0,0073 - t — 0,4384) - (0,542 - 005[271: . % . tj +
. 1 4 . 4
—1,430-sin| 2-— -t |-1,473 -cos| 2m-—-t |- 0,261-sin| 2n-— -t |[+ (13)
12 12 12
3 . 3 16
+0,153-cos| 2m-—-t |+0,0,697 -sin| 2w-—-t |- 0,457 -cos| 2mw-—-t |+
12 12 12

-0,436- sin(Zn 16 t])
12

Przeprowadzona analiza Fouriera wykazata, ze najwazniejsza harmonika
obejmuje roczny cykl zmian. Pozwala to zatozy¢ w modelu wskaznikowym
liczbe faz roéwna 12. Wyznaczone poprawki wynikajace z fazy cyklu (tzw. czy-
ste wskazniki sezonowosci) zapisane zostaly w tabeli 1.

Model multiplikatywny wykorzystujacy do modelowania cyklicznos$ci
metode wskaznikoéw ma postaé:

i(t,) = exp(4,679- ") -c(j) (14)
gdzie c(j) dla j=1,2, ...12, sa czystymi wskaznikami sezonowosci z tabeli 1.
Wskaznikowy model addytywny ze zmienng amplituda wahan, za$ okresla for-
muta:
i(t, 1) =107,66 - t > 4+ exp(~0,0073 - t —0,4384) - c(j) (15)

Tabela 1. Czyste wskazniki sezonowosci dla multiplikatywnego i addytywnego modelu
inflacji

L ... | Czyste wskazniki sezonowosci
Numer fazy | Czyste wskazniki sezonowosci
cyklu - j w modelu multiplikatywnym w ‘?‘Odelu addytywnym e
zmienng amplituda wahan
1 1.015 3.672
2 1.001 -0.035
3 0.997 -0.442
4 1.002 0.697
5 0.998 -0.113
6 0.996 -0.882
7 0.989 -3.098
8 0.991 -2.581
9 1.006 1.687
10 1.002 0.837
11 1.000 -0.013
12 1.002 0.272

Zrodto: Badania wlasne.

W celu poréwnania opracowanych modeli inflacji wyznaczono biedy
sredniokwadratowe ex post prognoz wygastych, oddzielnie dla dwoch przedzia-
1ow. Pierwszy obejmowat okres od marca 1990 r. do lutego 2006 i wykorzysta-
ny byl do budowy modeli (tzw. okres bazowy), oraz drugi od marca 2006 do
marca 2007 uzyto jedynie do testowania (tzw. okres testowy). Wyznaczone dla
wszystkich modeli biedy $redniokwadratowe przedstawiono w tabeli 2.
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Wyniki te pozwalaja stwierdzi¢, ze modele addytywne ze zmienna ampli-
tuda wahan, cechuje znacznie wyzsza jako$¢ niz modeli multiplikatywnych.
Btad w okresie testowym jest nawet dwa razy mniejszy w modelu opartym o
analiz¢ Fouriera, oraz o 30% we wskaznikowym. Rowniez nizsza jest wartos¢
btedu w okresie bazowym, cho¢ roznice nie sa az tak duze. Oznacza to, ze w
przypadku inflacji, amplituda oscylacji nie jest wprost proporcjonalna do ten-
dencji rozwojowe;.

Modele oparte o analizg Fouriera ust¢puja w obydwu przypadkach mode-
lom wskaznikowym. Pamigta¢ jednak nalezy, ze do opracowania modeli
wskaznikowych wykorzystano informacje z analizy Fouriera (informacje o dtu-
gosci cyklu). Dla inflacji wprawdzie przyjecie cyklu 12 miesigcznego zgadza
si¢ z praktyka, jednak mozna sobie wyobrazi¢ takie przebiegi, w ktérych okre-
slenie dtugosci cyklu i jego faz moze by¢ zadaniem bardzo trudnym. Analiza
Fouriera natomiast nie wymaga zaktadania warto$ci okresu oscylacji, poniewaz
sama go okresla.

Poréwnujac modele wskaznikowe z analiza Fouriera, dodatkowo pamig-
ta¢ nalezy, ze model sktadowych harmonicznych moze by¢ poprawiony, po-
przez uwzglednienie wigkszej liczby czestotliwosci. Wada takiego rozwiazania
jest jednak zlozonos¢ formuty obliczeniowej i trudnos$ci w interpretacji kolej-
nych sktadowych.

Tabela 2. Pierwiastek $redniego bledu kwadratowego ex post dla wyznaczonych modeli inflacji.

Model Btad RME dla okresu Btad RME dla okresu
0d 1990.03 do 2006.02 | od 2006.03 do 2007.03

Addytywny Fouriera ze zmienna

amplituda zalezng od czasu 1.1429 0.4385

Multiplikatywny Fouriera 1.1952 0.8196

Addytywny wskaznikowy ze

zmienna amplituda zalezna od 0.8782 0.4270

czasu

Multiplikatywny wskaznikowy 0.9612 0.6488

Zrédto: Badania wlasne.

Podsumowanie

Modele inflacji miesigcznej, mierzonej indeksem cen i towaréow ustug
konsumpcyjnych, przedstawione w niniejszym artykule potwierdzaja sezonowy
charakter jej zmian. Analiza Fouriera wykazata, Ze najwazniejsza jest sktadowa
o okresie rownym 12 miesigcy, odpowiadajaca zmianom w cyklu rocznym.

Wsrod czterech przedstawionych modeli najlepszy okazat si¢ wskazni-
kowy model addytywny ze zmienng amplituda wahan. Model multiplikatywne
byly zdecydowanie gorsze, co oznacza, ze amplituda wahan inflacji nie jest
proporcjonalna do trendu.

Modele wskaznikowe byty lepsze od modeli opartych o analizg Fouriera.
Podstawowa zaleta metody wskaznikow jest prostota obliczen i modelu. Wada
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natomiast koniecznos$¢ zaktadania dtugosci cyklu i liczby jego faz. Analiza Fo-
uriera natomiast, pozwala na budowe modeli, ktérych jako§¢ moze by¢ popra-
wiana (poprzez uwzglednianie wigkszej liczby sktadowych harmonicznych), co
wiaze si¢ jednak z istotnym zwigkszaniem ich zlozono$ci. Ztozona formuta
obliczeniowa modelu harmonicznego jest istotna jego wada. Uwzglednienie
duzej liczby sktadowych harmonicznych powoduje ponadto trudnosci w ich
interpretacji. Na zakonczenie warto dodaé, ze bardzo wazna zaleta analizy Fo-
uriera jest uzyskiwana w jej wyniku informacja o dtugosci cyklu.
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