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Opis kurtozy rozktadoéw za pomocg wybranych modeli
z funkcjg znaku

1. Wstep

Badania rynkéw finansowych wykazaly, iz procesy finansowe, takie jak
stopy zwrotu, kursy walut i inne charakteryzuja si¢ leptokurtyczno$cia
rozktadow 1 zmienna wariancja warunkowa. Widoczna jest rowniez
niesymetryczna reakcja zmiennoSci na pojawienie si¢ pozytywnych
i negatywnych informacji (zmian stop zwrotu). Wariancja cen akcji wzrasta
w odpowiedzi na pojawienie si¢ negatywnych informacji i spada w odpowiedzi
na pozytywne informacje. Zjawisko to nazywa si¢ powszechnie efektem
dzwigni. W modelach takich jak EGARCH, GJR oraz TARCH uwzgledniona
jest ujemna korelacja pomigdzy stopami zwrotu 1 ich zmiennoscia
(Brzeszczynski, Kelm, 2002; Doman, Doman, 2004; Fiszeder, 2001; Fornari,
Mele, 1997). Fornari i Mele (1997) zaproponowali nieco inny sposéb
uwzglednienia asymetrycznosci niz to jest dla modeli GJR. W swojej pracy
pokazali, ze proponowane przez nich modele prowadza do lepszych
interpretacyjnie wynikoéw niz w przypadku zastosowania modeli GJR.

W literaturze przedmiotu, nieliniowa dynamika rynkéw finanowych
najczesciej opisywana jest poprzez modele z klasy GARCH (Bollerslev, 1986;
Engle, 1982). Innym, alternatywnych podejsciem opisu proceséow finansowych
sa modele autoregresyjne z losowymi parametrami (RCA) (Nicholls, Quinn,
1982). Natomiast modele RCA GARCH z innowacjami z rozktadu normalnego
(Thavaneswaran, Appadoo, Samanta, 2005) moga stanowi¢ alternatywe do
modeli GARCH z rozkladem t-Studenta (lub podobnym) (Goérka, 2007b).
Uwzglednienie funkcji znaku w modelu RCA wskazuje, ze zmiana wartosci
parametru zalezy od znaku obserwacji poprzedniej. Podobnie jest w przypadku
modelu RCA GARCH.
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Celem niniejszego artykutu jest przedstawienie wybranych modeli z funkcja
znaku. Szczeg6lna uwaga zostala zwrdcona na wlasnoSci  procesow
generowanych przez poszczegélne modele, a zwlaszcza na warto$¢ kurtozy
procesu i warunki jej istnienia.

2. Modele RCA z funkcjg znaku

Modele autoregresyjne z losowymi parametrami (RCA) sa naturalnym
uogolnieniem klasycznych liniowych modeli autoregresyjnych. Petny opis tych
modeli wraz z wlasno$ciami, metodami estymacji oraz aplikacj¢ mozna znalez¢
w pracy Nicholls i Quinn (1982).

Klasyczny stacjonarny jednowymiarowy model autoregresyjny rzedu
pierwszego z losowym parametrem mozna zapisa¢ w postaci:

yz:(a+5t)yt—l+€z: (D
gdzie
o) (O o'§ 0
Nll , , 2
(gtj [(Oj ( 0 o @
a’+o<l. (3)

Warunek (3) jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym stacjonarnosci
drugiego rzgdu procesu y,. Warunki (2)-(3) gwarantuja $cista stacjonarno$c¢
procesu. Model (1), przy odpowiednich zatozeniach, moze by¢ modelem typu
AR, STUR, RCA(1, p) (Gorka, 2007a; Lee, 1998).

Jezeli spelnione sa warunki (2)-(3), to proces (1) ma nastgpujace wlasnosci
(Appadoo, Thavaneswaran, Singh, 2006; Aue, 2004):
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Zatem proces charakteryzuje si¢ zerowa $rednia oraz stata wariancjq i kurtoza.
Warto$¢ wariancji dla procesu opisanego modelem RCA(1) jest wigksza niz dla

procesu opisanego AR(1). Jezeli ;=0 (tj. dla modelu AR(1)), to wartos¢
kurtozy (6) redukuje si¢ do wartosci 3. Warunek konieczny wystgpowania
kurtozy ma posta¢ a* +6a’c; +30; <1.

Stacjonarny model RCA =z funkcja znaku ma posta¢ (Thavaneswaran,
Appadoo, 2006):
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gdzie spelnione sa warunki (2)-(3) oraz

1 dlay >0
s,=40 dlay, =0. (8)
-1 dlay, <0

Jezeli a+9, >|(D|, to ujemna wartos¢ @ oznacza, ze dla ujemnych

(dodatnich) obserwacji w czasie ¢—1 maleja (rosna) wartoSci w czasie f.
W przypadku stop zwrotu oznaczatoby to, ze po spadkach notowan nastgpuja
wigksze niz oczekiwane spadki, natomiast w przypadku wzrostu notowan
nastgpuja mniejsze niz oczekiwane wzrosty notowan.

Jezeli spelnione sa warunki (2)-(3), to proces (7) ma nastgpujace wlasnosci
(Thavaneswaran, Appadoo, 2006):
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Zatem proces opisany rownaniem (7) charakteryzuje si¢ zerowa $rednia oraz
stalq wariancja i kurtoza. Warunek konieczny wystepowania kurtozy ma postac:

at+ o +6[a20§ +CI)2(a2 +a§)]+3a;‘ <1. (12)
Jezeli 0§ =0 oraz ® =0, to wartos¢ kurtozy (11) redukuje si¢ do wartosci 3.

Z porownania wiasnosci (4)-(6) modelu RCA oraz wtasnosci (9)-(11)
modelu RCA z funkcja znaku wynika, ze wprowadzenie funkcji znaku do
modelu RCA powoduje zwigkszenie warto$ci wariancji oraz kurtozy
w stosunku do tych wielkos$ci dla procesu opisanego modelem RCA bez funkcji
znaku.

3. Modele GARCH z funkcja znaku
Ogo6lny model GARCH(p, q) opisany jest rOwnaniami:
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gdzie &, ~iid(0,l), 0>0, a; 20 oraz ﬁ'jZO.

Wzory na teoretyczna wartosci kurtozy dla procesow generowanych przez
poszczegdlne modele GARCH, s3 podawane w literaturze z tego zakresu (np.
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Doman, Doman, 2004). Brak jest ogélnego wzoru na warto$¢ kurtozy procesu
opisanego rownaniami (13)-(14). Ponizej zaprezentowany bedzie bardziej
og6lny wzoér na kutrozg dla wielu modeli z klasy GARCH (tzn. z r6znymi
rozktadami reszt)

W celu zapisania ogdlnego wzoru na kurtoze modelu GARCH bez wzgledu
na typ rozkladu model (13)-(14) nalezy zapisa¢ w postaci ARMA. Jezeli

u, =y’ —o? jest roznica martyngatowa o wariancji var(u,)=o?, to model

(16)-(17) moze by¢ interpretowany jako model ARMA(m,q) dla y; postaci:

m P
y,z=w+Z(0!,-+ﬂi)y,2_,~—2ﬂj”z—j+“r (15)
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gdzie  ¢(B)=1-2" (a;+B)B =1-2" 4B,  p(B)=1-3" BB,
mzmax{p,q}, a;=0dlai>qg oraz f,=04dla j>p.
Warunkami stacjonarnosci dla y,2 , ktory ma reprezentacje ARMA(m,q), sa
(Thavaneswaran, Appadoo, Samanta, 2005):
(Z.1) Wszystkie pierwiastki rownania charakterystycznego ¢(B) =0 leza poza
kotem jednostkowym.

(2.2) Zioy/f <o, gdzie y,; sa wspdtczynnikami wielomianu spetniajacego

rownanie w(B)#(B)= B(B) postaci 1//(B)=l+zzll//iBi .
Zalozenia te gwarantujqa nieskorelowanie wu,, $redniag zero 1 skofnczong

wariancj¢ dla u, oraz to, ze proces y,2 jest stacjonarny w szerszym sensie.

Jezeli model GARCH(p,q) opisany rownaniem (16) spetnia warunki (Z.1)-
(Z.2) i ma skonczony bezwarunkowy moment czwartego rzedu, to kurtoze K
procesu y; opisanego réwnaniem (16) mozna zapisa¢ (Thavaneswaran,
Appadoo, Samanta, 2005):
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Warto$ci parametrow konkretnego modelu sa zawarte w poszczegdlnych
warto§ciach wag. Wyprowadzenia wzoré6w na wartos¢ kurtozy dla
przyktadowych modeli GARCH z innowacjami z rozkladu normalnego oraz t-
Studenta mozna znale$¢ w pracy Gorka (2007b).

Funkcja znaku do modeli GARCH zostata wprowadzona przez Fornari,
Mele (1997). Ogoélny model GARCH(p,q) z funkcja znaku opisany jest

réwnaniami:

K=
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gdzie ¢, ~ iid(O, 1), 0>0, a,20, ﬂj >0, s,, okreslone jest wzorem (9), za$
‘Z ) k‘ < w . Ostatni warunek gwarantuje nieujemne wartosci {0,2 }

Podobnie jak dla modelu GARCH (13)-(14), w literaturze przedmiotu
podjete zostaly proby znalezienia ogo6lnego wzoru na kurtozg procesu
(Thavaneswaran, Appadoo, 2006). Jednakze, przedstawiony przez
Thavaneswaran, Appadoo (2006) ogdlny wzdr na kurtozg nie daje wynikow, w
przypadku konkretnych modeli, otrzymanych przez autorke czy przez Fornari,
Mele (1997). Znalezienie ogdlnej postaci wzoru na kurtozg procesu GARCH z
funkcja znaku, zdaniem autorki, jest mozliwe jednakze wymaga jeszcze
dalszych badan.

Niech dany bedzie model ARCH(1) z funkcja znaku postaci:

2 2
yl = 6[51 > O-l =w+ a1y171 + QSI*I ’ (20)

gdzie &, ~ N(O, 1), w>0,a 20, |(D| <w, za$ s,_, okreslone jest wzorem (8).
Jezeli @ <0, to wowczas dla ujemnych (dodatnich) obserwacji w czasie ¢ —1

wzrasta (maleje) wariancja warunkowa w czasie ¢. Zatem ujemna warto§¢ @
okresla ujemna korelacjg pomigdzy zmiennoscia i stopami zwrotu.

Zaktadajac, ze spetnione sa warunki stacjonarnosci dla procesu y;
odpowiadajacego réwnaniom (20), otrzymujemy:

E(y,)=0, 21
2\ _ w
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Zatem, funkcja znaku nie wplywa na warto$¢ $rednia oraz warto$§¢ wariancji
bezwarunkowej procesu. Natomiast warto$¢ kurtozy procesu opisanego
30%(1-¢ )

——L- . Nie zmienia si¢ rowniez
o \1-3¢4

réwnaniami (20) ulega zwigkszeniu o

warunek konieczny istnienia kurtozy (Gorka, 2007b), tzn. a; < 1.

W podobny sposéb mozna otrzymac kurtoz¢ procesu opisanego przez
model GARCH(1,1) z funkcja znaku. Niech dany bedzie model opisany
réwnaniami:

2 2 2
Vi =08, o, =o+ay +po +Ds,, (24)
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gdzie 5,~N(O,l), 0>0,0,20,5 20, |(I)|Sa), za$§ s, okreslone jest
wzorem (8).
Woéwczas, przy spelnieniu warunkéw stacjonarnosci dla procesu y,z,

otrzymujemy:
E(yt):(), (25)
o) o 26
(yt) l-—a, - p .
230 li= (o + AP )+30°0- (@ + )] @7

(1_(0‘1 +ﬂ1)2 —20{12)602

Podobnie jak w przypadku modelu ARCH(1) z funkcja znaku, w przypadku
modelu GARCH(1,1) z funkcja w stosunku do zwyklego (z innowacjami
z rozktadu normalnego) modelu GARCH ro$nie wartos¢ kurtozy procesu, za$
warto$¢ $rednia oraz wariancja bezwarunkowa nie ulega zmianie. Nie ulega
rowniez zmianie warunek, przy ktérym kurtoza procesu istnieje (Gorka, 2007b),
tzn.: (0{l + 5 )2 +2a] <1.

Reasumujac, wprowadzenie funkcji znaku do modeli GARCH powoduje
jedynie zwigkszenie wartosci kurtozy. Jezeli @ =0, to wzory (23) i (33) na
kurtoze procesu redukuja si¢ do wzoréw na kurtoze procesow generowanych
przez odpowiednich modele GARCH (Gérka, 2007b).

4. Modele RCA GARCH z funkcjg znaku

Modele RCA GARCH, w omawianej postaci, zostaty zaproponowane przez
Thavaneswaran, Appadoo, Samanta (2005). W modelach RCA GARCH,
analogicznie jak w przypadku modelu AR, wprowadza si¢ losowos$¢ parametru
do modelu GARCH (Gorka, 2007b; Thavaneswaran, Appadoo, Samanta, 2005).
Gdy do modelu RCA GARCH dodana zostanie jeszcze funkcja znaku, to
otrzymuje si¢ model RCA GARCH z funkcja znaku. Funkcja ta jest jednak
dodana w inny sposéb niz w przypadku modeli GARCH z funkcja znaku.
Model RCA ARCH(1) z funkcja znaku ma postacé:

Vi =08, O-tz =0+ (0!1 +a,,+Ds,, )yzz—l > (28)

gdzie ¢, ~ N (0, 0'52), a, ~N (0, Gf), za$ s,_, okreslone jest wzorem (8).
Ujemna warto§¢ @ oznacza, ze dla ujemnych (dodatnich) obserwacji w czasie
t —1 rosnie (maleje) zmienno$¢ w czasie t. Jezeli przyjmiemy u, = yt2 —O'f , to

rOwnanie wariancji warunkowej ma postac:

yt2 =0+ (0‘1 +a,,+Ds, )ytz—l +u,. (29)
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Zatem, réwnanie wariancji w modelu RCA ARCH(1) z funkcja znaku moze by¢
interpretowane jako model RCA z funkcja znaku dla y,2 . Przy zatozeniu

stacjonarnosci procesu y,2 otrzymujemy (por. Thavaneswaran, Appadoo, 2006):

E(y,)=0, (30)

o G
-0,

K 3(1 - alzof) (32)

- 1—30'52(0512 +0o’ +<D2)'
W tym przypadku zmienita si¢ (zwigkszyta) tylko warto$¢ kurtozy. Warunek
konieczny istnienia kurtozy dla modelu RCA ARCH z funkcja znaku, to
o’ (alz +ol+ CI)2)<%. Warto zwroci¢ uwagg, ze warunek ten, w stosunku do
warunku na kurtoze procesu generowanego przez model RCA GARCH, zmienit
sie.

W przypadku losowosci parametru stojacego przy y2, w modelu

GARCH(1,1) mamy do czynienia z modelem RCA GARCH(1,1), ktory
zapisuje si¢ w postaci:

vi=08, 0 =0+(a +a_ + s )y, + ol (33)
gdzie &, ~ N (0, o’ ), a ~N (0, aj), za$ s, , okreslone jest wzorem (8).

Przy zalozeniu stacjonarno$ci procesu y,2 otrzymujemy:

E(y,)=0, (34)
olo
Sl o)
3[1 (o2 + B )2}
K= (36)

- 1_20'52051/31 —30;‘(0512 + O'j +CD2)—ﬂ12 '

Dla modelu RCA GARCH =z funkcja znaku rowniez ulega podwyzszeniu
jedynie warto$¢ kurtozy procesu. Warunek konieczny wystgpowania kurtozy
dla procesu opisanego modelem RCA GARCH(1,1) z funkcja znaku wynosi

20, B, + 30?(0512 +o+ (1)2)+ Bl <1.
W kazdym, z przedstawionych przypadkow wprowadzenie funkcji znaku
prowadzito do podwyzszenia wartosci kurtozy procesu. Dla ® =0 wzory (32)

1(36) na kurtoze procesu redukuja si¢ do wzoréw na kurtoz¢ proceséOw
generowanych przez odpowiednich modele RCA GARCH (Gorka, 2007b).
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5. Podsumowanie

W artykule przedstawiono wybrane modele z funkcja znaku, pozwalajace
na opis niesymetrycznej reakcji zmiennosci (lub, w przypadku modelu RCA
stop zwrotu) na pojawienie si¢ pozytywnych inegatywnych informacji.
Warto$¢ parametru przy funkcji znaku, dla kazdego przedstawianego modelu,
ma wpltyw na warto$¢ kurtozy procesu powodujac jej zwigkszenie. Warunki
konieczne istnienia kurtozy procesu, wskazuja na ograniczenia stosowania
rozktadu normalnego dla innowacji w przedstawianych modelach.
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