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1. Wprowadzenie

Swiatowy rynek instrumentéw pochodnych konstruowanych na podstawie
indekséw pogody rozwija si¢ obecnie bardzo dynamicznie. Tylko w roku rozli-
czeniowym 2006/2007 warto§¢ wszystkich zawartych kontraktéw na tym rynku
osiagnela poziom ponad 19 mld dolaréw. W zwiazku z ogromna dynamika co-
raz czegsciej porusza si¢ problem wyceny opcji pogodowych. Z uwagi na uni-
kalne cechy indekséw pogodowych do dzis$ nie udato si¢ opracowaé kompletne;j
i uniwersalnej metody wyceny tych instrumentow. Wielu obserwatorow i
uczestnikow tego rynku zauwazylo tez, ze nie jest mozliwa adaptacja popular-
nej formuty Blacka-Scholesa, gdyz nie sa spetione podstawowe zatozenia tego
podejscia. Wyceny uzyskane ta metoda sa obcigzone duzym bledem. Z tego
wzgledu zaproponowano inne metody wyceny, wsrdd ktorych najwazniejsze to
analiza historyczna, statystyczne modelowanie rozktadu indeksu oraz modelo-
wanie szeregow czasowych waloru bazowego. Najwigkszy potencjal w stwo-
rzeniu jednej precyzyjnej formuty wyceny tych derywatoéw posiada metoda mo-
delowania szeregdw czasowych i to zarowno pod wzgledem doktadno$ci sza-
cunkow jak i uwzglednienia specyfiki indekséw pogodowych'. Z tego wzgledu
ponizszy artykut jest poswigcony ostatniej metodzie wykorzystujacej w wyce-
nie instrumentéw pochodnych modele proceséw stochastycznych. W pracy mo-

" W przypadku Piotra Fiszedera praca naukowa finansowa ze $rodkéw na nauke w
latach 2005-2007, projekt badawczy 1-H02B-033-29.
! Patrz Brix, Jewson i Ziehmann (2005).
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delowany jest nie tylko dzienny szereg czasowy waloru bazowego, ale réwniez
miesig¢czne szeregi czasowe indeksow pogodowych. Gtownym celem pracy jest
prezentacja metody wyceny instrumentéw pogodowych z zastosowaniem mode-
lu ARFIMA-FIGARCH?. Pokazano, iz badany model nie uwzglgdnia sezono-
wo zmiennej autokorelacji, co skutkuje istotnymi odchyleniami w szacunkach
warto$ci kontraktow.

Uktad artykutu jest nastgpujacy. Czg$¢ druga zawiera omowienie stosowa-
nych w pracy modeli procesow stochastycznych. W pracy zaproponowano no-
we postacie modeli, bedace rozszerzeniem modeli ARFIMA i FIGARCH tak,
aby mogly dodatkowo opisa¢ wahania sezonowe $redniej i wariancji procesu.
W kolejnej czg$ci omowiono wlasnosci badanych szeregéw oraz zaprezentowa-
no wyniki weryfikacji statystycznej wybranych modeli. W ostatniej czgsci arty-
kutu zostaly zaprezentowane wyniki aplikacji opisanych modeli szeregow cza-
sowych do wyceny przyktadowych kontraktow opcyjnych notowanych na giet-
dzie w Chicago (CME).

2. Modele procesow stochastycznych

W procesie temperatury powietrza mozemy zazwyczaj wyrézni¢ stosunko-
wo regularne wahania sezonowe o okresie rocznym, trend zwiazany z efektem
cieplarnianym i urbanizacja, dtuga pamig¢ (typowa dla procesow klimatyczno-
przyrodniczych, patrz Hurst, 1951, Kwiatkowski i Osiewalski, 2002) oraz wa-
hania przypadkowe. Charakterystyczne dla tego procesu sa rowniez wahania
sezonowe zmienno$ci. Zmienno$¢ temperatury jest wigksza w miesiacach zi-
mowych, mniejsza w miesiacach letnich. Modelowanie temperatury powinno
uwzglednia¢ powyzsze cechy.

W pracy zaproponowano modele, ktéore mozna zastosowa¢ do opisu i pro-
gnozowania temperatury. Sa one rozszerzeniem modeli ARFIMA i FIGARCH,
tak aby mogty dodatkowo opisa¢ wahania sezonowe $redniej i wariancji proce-
su. Model ARFIMA stanowiacy uogdlnienie modelu ARIMA w skuteczny spo-
sob taczy mozliwo$¢ opisu zjawisk zaréwno z dhuga i krétka pamigcia. Model
FIGARCH bedacy uogoélnieniem modelu GARCH modeluje zaréwno diugo-
okresowe jak i krotkookresowe zaleznos$ci w procesie zmiennosci. Rozszerzony
model ARFIMA (P,d,,0) - FIGARCH (p,d,,q) mozna przedstawi¢ w nastg-

pujacej formie:
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* Model ten jest stosowany przez praktykéw rynku finansowego, wystepuje na przy-
ktad w powszechnej na rynku aplikacji SWS 6.0 firmy Speedwell Weather Derivatives
Ltd.
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pierwiastki wielomianow @(L)=0 i ¢(L)=0 leza poza kolem jednostkowym,
—-1<d;<0.5,0<d, <1, @, =22, m=365.
Aby zapewni¢ dodatnio$¢ wariancji 4,, bez nakladania restrykcji na parametry
w réwnaniu dla wariancji, mozna przyja¢ logarytmiczna posta¢ wariancji, czyli
v, =& —Inh, . Sktadnik sezonowy w réwnaniu (2) mozna zapisa¢ w postaci,
ktora nie uwzglednia struktury harmoniczne;:

r 12
H= 2 vt Y eomy, (4)
Jj=0 k=1

gdzie m,, to zmienne zerojedynkowe oznaczajace kolejne miesiace (np. m,, =1
dla stycznia oraz m;, =0 dla pozostatych miesigcy). Podobnie zamiast rowna-
nia (3) mozna przyja¢ model, ktory nie uwzglednia struktury harmonicznej
zmiennosci:

12
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3. Modelowanie szeregéw temperatury powietrza i indekséw na
niej opartych

Dane empiryczne wykorzystane w badaniu uzyskano od agencji meteorolo-
gicznej Niemiec. Dane dotycza $redniej temperatury powietrza w miescie Berlin
w okresie od 1 stycznia 1948 do 31 grudnia 2004 (20808 obserwacji). Rozktady
dziennych wartosci temperatury w poszczegoélnych miesiacach (porach) roku
roznig si¢ od siebie. Przeprowadzone badanie wykazalo, ze asymetria jest r6zna
w poszczegdlnych porach roku (w okresie zimowym lewostronna a w okresie
letnim prawostronna). Hipoteza o normalnosci rozktadow zostata odrzucona za-
réwno dla poszczegdlnych miesigcy, jak i calego roku. Wyniki przeprowadzo-
nych testow statystycznych® wskazuja na wystgpowanie nastepujacych wtasno-
$ci przecigtnej dziennej temperatury powietrza: liniowy trend wzrostowy, sezo-

> Wyniki testow oraz szacunki modeli zostaly pominigte z uwagi na ograniczony
rozmiar publikacji.
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nowo$¢ zarowno w $redniej jak 1 w wariancji, autokorelacja (silniejsza w mie-
sigcach zimowych), dluga pami¢¢ w $redniej oraz efekt ARCH.

Poza temperatura badano réwniez miesigczne indeksy pogodowe HDD i
CAT obliczane wedtug ponizszych formut:

HDD = Zmax(O, 18°C-y,), (6)

t=1

CAT = i y,, 7

t=1

gdzie y,- przecigtna temperatura dnia, m - liczba dni w danym okresie.

Hipoteza o normalnosci rozktadu zostata odrzucona tylko dla indeksu HDD dla
miesigcy marzec oraz grudzien. W dotychczasowych badaniach dotyczacych
pogodowych instrumentéw pochodnych modeluje si¢ jedynie rozktad indeksow
pogodowych. W niniejszym artykule traktujemy szeregi czasowe indeksow jako
realizacje procesow stochastycznych i badamy rowniez ich wtasno$ci. Przepro-
wadzone testy wskazuja na wystepowanie nastepujacych wlasciwosci miesigcz-
nych indekséw HDD oraz CAT: trend liniowy, sezonowos$¢ w $redniej i w wa-
riancji, dluga pamigc¢ (stabsza niz w przypadku temperatury powietrza).

Dla s$redniej dziennej temperatury wybrano model opisany rownaniami (1-
3). Dluga pamig¢ temperatury zostata opisana za pomoca modelu ARFIMA
(d1=0.1269 (0.0283)). Krotkookresowe zaleznosci migdzy bliskimi obserwa-
cjami temperatury zostaty najlepiej opisane przez czgs¢ autoregresyjna i srednia
ruchoma o opdznieniach rownych dwa (P=2 i 0 =2). W réwnaniu dla wa-
riancji warunkowej nieistotny okazat si¢ parametr d,, zatem proces zmiennosci

temperatury nie posiada dlugiej pamieci. Model GARCH(1,1) z wahaniami pe-
riodycznymi o okresie 1 roku oraz warunkowym rozktadem normalnym okazat
si¢ wystarczajacy do opisu zmiennoS$ci temperatury.

Dla miesigcznych wartosci indeksow HDD oraz CAT rozwazano dwa mo-
dele rozniace si¢ tylko opisem wahan sezonowych. Jezeli uwzgledniono struk-
tur¢ harmoniczna sezonowos$ci i trend liniowy, to c¢zg$¢ stacjonarna indeksu
HDD najlepiej opisywat model AR(1). Jezeli zastosowano model ze zmiennymi
zerojedynkowymi i trendem liniowym (réwnanie (4)), to czg$¢ stacjonarng naj-
lepiej opisywal model ARFIMA(0,1,0). Dla indeksu CAT niezaleznie od rodza-
ju modelu sezonowosci wystepowal trend liniowy oraz dluga pamigé. W obu
przypadkach najlepszy okazat si¢ proces ARFIMA(0,1,0). We wszystkich mo-
delach dotyczacych indekséw wystgpowata zmienna wariancja bezwarunkowa
sktadnika losowego i brak byto efektu ARCH.

Wyboru réznych specyfikacji modelu (wartosci P, O, p, g, r, liczby sktadni-
kow wielomiandw trygonometrycznych) dokonywano zawsze na podstawie
bayesowskiego kryterium Schwarza, uwzgledniajac wyniki badania istotnosci
odpowiednich parametrow oraz wyniki odpowiednich testow diagnostycznych.
Weryfikacji wybranych modeli dokonano na podstawie symulacji Monte Carlo



Wycena opcji pogodowych dla miasta Berlin ...

233

ze wzgledu na warto$¢ érednia oraz wariancje generowanego procesu’. Wyniki
przedstawia tabela 1.

Tabela 1. Wyniki weryfikacji dla wartosci $redniej 1 wariancji na podstawie symulacji

Rodzaj modelu
Parametry Model 1 (dzienny) Model 2 (miesigczny) Model 3 (miesigczny)
Styczen | Czerwiec | Styczen | Czerwiec | Styczen Czerwiec
HDD CAT HDD CAT HDD CAT
Srednia 546.01 515.33 529.87 548.16 546.29 526.73
Wariancja 6746.95 4640.91 7243.87 1655.75 7483.06 1688.18
A dla éredniej 2.14 11.00 14.00 21.82%* 242 0.39
A dla wariancji 818.45 3045.30%* 321.53 60.14 82.34 92.57

Model 2 uwzglednia struktur¢ harmoniczng sezonowosci, model 3 jest ze zmiennymi zerojedynkowymi.
Gwiazdka oznaczono oceny statystyk, w przypadku ktorych hipoteza zerowa o roéwno$ci wartosci oczekiwa-
nej (wariancji) indeksu przy zatozeniu prawdziwosci badanego modelu z wartoscia oczekiwana (wariancja)
dla populacji zostala odrzucona na poziomie istotnosci 0.05. Statystyki A dla $redniej (wariancji) byty obli-
czane jako warto$ci bezwzgledne z rdznic migdzy Srednimi arytmetycznymi (wariancjami) oszacowanymi na
podstawie symulacji i proby.

Zrédlo: obliczenia whasne.

Srednie i wariancje dla indeksu HDD dla stycznia wynosily odpowiednio
555.39 1 7727.93 natomiast dla indeksu CAT dla czerwca 515.29 oraz 1536.38.
Poréwnania modeli dokonano réwniez na podstawie innych kryteriow, miano-
wicie wartosci teoretycznych s$redniej i wariancji indeksu, skorygowanego
wspotczynnika determinacji oraz bigdu RMSE (tabela 2).

Tabela 2. Ocena jako$ci modeli

Model Styczen - HDD Czerwiec - CAT
RMSE | Skoryg.R? | RMSE | Skoryg. R?
Model 1(dzienny) 11.07 0.997 11.48 0.997
Model 2 (miesigczny harmoniczny) 55.04 0.922 57.85 0.929
Model 3 (miesieczny zerojedynkowy) 52.46 0.928 63.42 0.914

Zrédio: obliczenia wlasne.

Uzyskane wyniki wskazuja, ze pomimo przeszacowania wariancji w mie-
sigcach letnich model konstruowany na podstawie dziennych obserwacji tempe-
ratury najlepiej odzwierciedla ksztattowanie si¢ indeksu HDD oraz CAT. Efekt
przeszacowania wariancji wynika z nieuwzglednienia w modelu sezonowo
zmiennej autokorelacji badanego procesu (wykres 1).

* Na podstawie badanego procesu generowano 100 000 szeregéw czasowych tempe-
ratury o dhugosci 30 lub 31 obserwacji a nastepnie obliczano indeksy. W przypadku
modeli indekséw generowane sa bezposrednio realizacje indeksow. Procedura weryfi-
kacji zostata opisana szczegétowo w Caballero, Jewson i Brix, (2002).
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Wykres 1. Funkcja autokorelacji dla przecigtnej dziennej temperatury powietrza dla

r6znych okreséw roku.
Zrodto: opracowanie wlasne.

4. Wycena opcji pogodowych

Zaprezentowane powyzej modele zastosowano w procesie wyceny dwoch
odrebnych miesigcznych kontraktéw opcyjnych call z limitem wyptaty”, rozli-
czanych na podstawie indeksow HDD dla stycznia 2004 oraz CAT dla czerwca
2004. Parametry tych kontraktow przedstawia ponizsza tabela.

Tabela 3. Specyfikacja wycenianych kontraktow opcyjnych

Nazwa parametru Kontrakt nr 1 Kontrakt nr 2
Typ opcji call call
Indeks HDD Berlin CAT Berlin
Okres wykonania kontraktu styczen 2004 czerwiec 2004
Cena wykonania 600 HDD 550 HDD
Warto$¢ 1 punktu 10 000 GBP 10 000 GBP
Limit wyplaty z opcji (cap) 500 000 GBP 500 000 GBP

Zrédlo: obliczenia wlasne.

W celach porownawczych kontrakty, zostaly wycenione przy zastosowaniu
trzech metod: analizy historycznej (HBA), statystycznego modelowania rozkta-
du indeksu (IM) oraz modelowania szeregu czasowego temperatury (DM) i
miesi¢cznych indekséw (MM). W ostatniej metodzie wykorzystano omowione
wczesniej modele. Warto$ci wyceny przedstawiono w tabeli 4.

W przypadku kontraktéw styczniowych wyraznie nizsza warto$¢ otrzymano
stosujac model z sezonowoscia w postaci funkcji harmonicznych (MM — model
2), dla ktérego $rednia z symulacji okazata si¢ nizsza od pozostatych o 14 pkt
HDD. Na podstawie pozostatych metod otrzymano zblizone szacunki kontraktu
styczniowego.

> Kontrakty opcyjne z limitem uzyskuje si¢ poprzez kupno opcji call oraz sprzedaz
opcji call na ten sam okres wykonania, ale z r6znymi cenami wykonania.
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Tabela 4. Wyceny kontraktow opcyjnych przy zastosowania roznych metod

Wartos¢ Wartos¢ Wartos¢ wzgl. Wartos¢ wzgl.
Metoda wyceny kontraktu nr 1 kontraktunr2 | kontraktu nr 1 kontraktu nr 2
[% limitu] [% limitu]

HBA 86 550 45 150 17.31 9.03
M 99 550 39450 19.91 7.89
DM — model 1 84 900 96 650 16.98 19.33
MM — model 2 67 250 133 600 13.45 26.72
MM — model 3 92 900 67 150 18.58 13.43

Zrédio: obliczenia wiasne.

Rozbiezne wyniki uzyskano natomiast wyceniajac czerwcowy kontrakt CAT.
Stosujac pierwsze dwie metody otrzymano warto$ci ponizej 10% ustalonego
limitu wyptaty. Metody bazujace na modelowaniu szeregdw czasowych wyce-
nity ten kontrakt w przedziale 13-27%. Wycena uzyskana na podstawie dzien-
nego modelu (DM) jest silnie zawyzona z powodu wyraznie przeszacowanej
wariancji w okresie czerwca (tabela 1). Drugi model wyraznie przeszacowat
warto$¢ $rednia indeksu, co istotnie zawyzyto warto§¢ wyceny (26.72%). Naj-
bardziej wiarygodna wydaje si¢ wycena uzyskana ostatnim modelem (13.43%).
W tym przypadku jednakze btad wyceny wynikajacy z gorszego dopasowania
modelu, bedzie znacznie wigkszy. Ponadto model dla danych miesigcznych nie
uwzglednia zmiennej liczby dni w miesigcu oraz nie nadaje si¢ bezposrednio do
szacowania wartosci kontraktu o dowolnym okresie trwania.

Modelowanie dziennych obserwacji instrumentu bazowego pozwala na pet-
niejsze wykorzystanie danych statystycznych. Przyktadowo chcac okresli¢ war-
to$¢ miesigcznego kontraktu metoda historyczng lub metoda analizy rozktadu
szacunki opieraja si¢ na danych z okresu wykonania kontraktu. Zatem posiada-
jac dane historyczne za 10 lat, warto$¢ kontraktu bedzie ustalona na podstawie
tylko 10 warto$ci historycznych. Wycena na podstawie modelu dla instrumentu
bazowego potencjalnie zwigksza precyzj¢ szacunkow, poniewaz model taki jest
konstruowany na podstawie wigkszej liczby obserwacji. Potencjalnie, gdyz do-
ktadniejsze szacunki uzyskamy tylko przy zatozeniu, ze zastosowany do wyce-
ny model jest poprawnie zbudowany i w pelni odzwierciedla charakter badane-
go6 procesu. Zatem w obliczeniach nalezy uwzgledni¢ dodatkowo ryzyko mode-
lu”.

5. Whnioski

Modele konstruowane na podstawie miesigcznych obserwacji indeksow nie
wyjasniaja zmiennosci indeksow w sposob zadawalajacy (patrz tabela 2). Na
podstawie rozwazanych kryteridw oceny mozna stwierdzi¢, ze modelem, ktory
najlepiej odzwierciedla ksztaltowanie si¢ indeksow HDD i CAT jest model
skonstruowany na podstawie dziennych obserwacji temperatury. Model ten opi-

® Patrz Jajuga (2001).
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suje wszystkie wazniejsze wlasciwosci. Pomimo zastosowania tak zaawanso-
wanego modelu, nie oddaje on w petni charakteru rzeczywistego procesu tem-
peratury, mianowicie nie uwzglednia sezonowo zmiennej autokorelacji, przez
co szacunki wariancji wyznaczone na podstawie tego modelu sa w pewnych
okresach roku zawyzone.

Caballero i Jewson (2003) proponuja jako alternatywe stosowanie modelu
SAROMA. Jest to model uwzgledniajacy sezonowo zmieniajaca si¢ funkcje au-
tokorelacji. Niestety, model ten posiada duzo parametréw, co utrudnia proces
estymacji. Ponadto model SAROMA wymaga duzej liczby obserwacji, aby
unikna¢ zarzutu pozornego wyjasnienia danych. Dodatkowo, model ten nie
uwzglednia dlugiej pamigei. Innym rozwigzaniem moze by¢ uwzglednienie w
modelu ARFIMA-FIGARCH zmieniajacego si¢ w czasie parametru ,,dtugiej
pamigci” w Sredniej, a moze 1 w wariancji. Niestety specyfikacja takiego mode-
lu bedzie jeszcze bardziej ztozona niz przedstawiona w niniejszej pracy.
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