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Motywacje

1 Zaleznos¢ miedzy zwrotami z réznych akcji jest o
wiele wigksza podczas bessy niz w czasie hossy.
Zjawisko to, zwane zaleznoscia asymetryczng, jest
dobrze udokumentowane w licznych badaniach.

] Wielowymiarowe modele zmiennosci z eliptycznymi
rozkladami standaryzowanych innowacji nie sa w
stanie uwzglednic zaleznosci asymetrycznej.

] Wlasciwe rozpoznanie zaleznosci asymetrycznej
moze przelozyc¢ si¢ na osiagnigcie istotnych korzysci w
inwestowaniu na rynkach finansowych (Ang i Bekaert
2002, Patton 2004).



Cel referatu

1 Propozycja modelu zaleznosci
warunkowych uwzgledniajacego asymetri¢
zaleznosci asymptotycznej (ogonowej) w
rozkladach warunkowych, wykorzystujacego
Kopule z przelaczaniem rezimow typu
Markowa

] Zastosowanie zaproponowanego modelu do

estymacji zaleznosci warunkowych pomig¢dzy
zwrotami indeksow WIG20 i MIDWIG



Ogolny wielowymiarowy model
heteroskedastycznosci warunkowej
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Model dynamicznych korelacji warunkowych
(DCC) Engle (2002) (1)
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Model DCC P

R, = (diag(0,)) "’ 0, (diag(Q,))""
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Slabosc¢ standardowego modelu DCC:

Rozklad warunkowy zwrotow jest
wielowymiarowym rozkladem normalnym,
podczas gdy rozklady zwrotow wigekszosci
instrumentow finansowych charakteryzujg si¢
podwyzszong kurtoza.

Remedium;

W standardowym modelu DCC zastgpic
rozklad normalny rozkladem eliptycznym o
srubszych ogonach (Pelagatti i Rondena 2004) .



Krotko o rozkladach eliptycznych

Mowimy, ze k-wymiarowy wektor losowy X ma
rozklad eliptyczny ( X ~ EC, (u,2,¢)), jeslt jego
funkcja charakterystyczna moze by¢ przedstawiona
w postaci

E (exp(it' X) = exp(it' 11)p(t'2t)

gdzie u jest wektorem A~-wymiarowym, ), jest
dodatnio okreslona (k x k) — macierza symetryczna,
a ¢ jest funkcjq skalarng, zwang generatorem
charakterystycznym.



Rozklady eliptyczne (cd.)
Jesli X ma momenty rzedu &, £k >2, to

EX)=p,  Cov(X)=}2

Przyklady: (Rozkltad wielowymiarowy)
e normalny
e t Studenta
» Laplace’a

Najwazniejsza wlasnos¢: Rozklad brzegowy jest
rozktadem eliptycznym o tym samym generatorze.

Slabos¢: symetrycznosc



Alternatywne modelowanie zaleznosci:
kopula zmiennych losowych

X~F Y~G
F , G - ciagle dystrybuanty
Jesli funkcja C :[0,1]%x[0,1] — [0,1]

jest (obcieta do [0,1]x[0,1]) dystrybuanta
rozktadu tacznego zmiennych

U = F(X) , V = G(Y) , to nazywamy jq
kopulg zmiennych (X,Y).



Podstawowa wlasnos¢ kopuli (Sklar 1959):

Jesli H jest dystrybuanta wektora (X,Y),
to przy poprzednich zalozeniach istnieje

dokladnie jedna kopula C taka, ze

H(x,y)=C(F(x),G(y)).



Miary zaleznosci

Pulapki wspolczynnika korelacji liniowej:

Wartos¢ wspolczynnika korelacji liniowej o
moze by¢ bardzo mylacym wskaznikiem (sily)
zaleznosci zmiennych losowych, w przypadku
ody ich rozklad laczny nie jest eliptyczny.

Miary zalezne jedynie od kopuli:
1 wspolczynnik korelacji rang Spearmana

Ps(X,Y)= p(F(X),G(X))



d wspoélczynnik tau Kendalla

(X, Y)=PUX-X)(¥-7)> 01—
P{(X-X)Y-Y)<0},

odzie ( X . 7) jest niezalezna kopia wektora (X ,Y)



Wspolczynnik tau Kendalla oraz wspolczynnik
Kkorelacji rang Spearmana mierzg stopien
zaleznosci monotonicznej zmiennch X'i Y,
podczas gdy zwykly wspolczynnik korelacji
(Pearsona) mierzy jedynie stopien zaleznosci
liniowej.

Jesli (X,Y) jest wektorem cigglych zmiennych
losowych z kopula C, to

1(X,Y)= 4j j C(u,v)dC(u,v)—1

[0,1]*



Z.aleznos¢ asymptotyczna w ogonach
Wspolczynniki zaleznosci ogonowej

X, Y losowe z dystrybuantami Fi G

A, =lim _ P(Y>G (q)| X > F“(q))

qg—1

A, =lim PY<G (q)| XL F"(g9))

g—0"

F(y)=inf{xe R: F(x)=> y}



Jesli dystrybuanty F'i G s3 ciagle oraz C jest
kopula Iacznego rozkladu zmiennych X1 ¥, to

A =lim C(q,9)
q—0
q
Ay =lim . (4:9) , gdzie
q— q

Cu,v)=u+v-1+C(1—-u,l—v)



Gestosc kopuli i kanoniczna reprezentacja
gestosci rozkladu lacznego

82C(u,v)
ouov

c(u,v) =

Dla ciaglego wektora losowego z dystrybuantg rozkladu
lacznego F i gestosciami brzegowymi f;1 f,, gestos¢ ¢
kopuli jest zwigzana z gestoscia f rozkladu lacznego:

f(x,y)=c(F(x),F,(y)f,(x)f,(»))



Przyklady kopuli

Kopula gaussowska

C9“(u,v, p) = CDP(CD_I(M), (D_I(V))

(I) - dystrybuanta standardowego dwuwymiarowego
P rozkladu normalnego ze wspolczynnikiem korelacji o0

(I) - dystrybuanta standardowego rozkiadu normalnego



Gestos¢ kopuli gaussowskiej

GauSS(u V- p)_

R SN = o 7 e
1-pF 2 20-p7)
where

§1ZCD_1(”)



Kopula 7 Studenta

CStudent(u, p) = - (t—l(u)’ t—l(v))
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Gestosc kopuli 7 Studenta
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Kopula Joego i Claytona

C;(,);—Clayton (u’ V) o
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Wspolezynnik tau Kendala i wspolczynniki zaleznosci ogonowe;j
dla kopuli gaussowskiej, # Studenta oraz Joego i1 Claytona

Kopula
T Ay A,
C,z()} o : arcsin(95) 0 0
T
Student (] —
CP,U = iarcsin(§) ztml[_J(ﬂ 13_(,0 p)j
Ci_f T(K,y) g 21/K 2—1/7/, >0
2 4
Z'(K',jf):1+_ xl—K(l_(l_xK)yH)dx

Ky Ky A



Gestos¢ kopuli 7 Studenta: p = 0,6989 7 =2_8,6854
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Gestosé kopuli Joego i Claytona: x =1.1997 y =1,0197
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Model MSC kopuli z przelaczaniem

typu Markowa (Markov Switching Copula)
(Tsafack 2006)

=100,
M.t ‘Qt—l 4 E() EX ‘Qt—l i Gt()
r €2, ~ Cst (F, ()G, ()], )

S, - jednorodny lancuch Markowa z przestrzenia stanow {1, 2}



Parametry modelu MSC

 Parametry modeli jednowymiarowych dla
warunkowych rozkladow brzegowych
(GARCH(1.,1) ze skosnym rozkladem ¢ Studenta)
* Parametry kopuli C, i C,

* Prawdopodobienstwa przejscia:

py=P(s,=1]s_ =1)
Py, = P(st =2|s, = 2)



Najwazniejszym ,,produktem ubocznym”
estymacji modelu MSC sa prawdopodobienstwa
warunkowe

P(s,=j|Q,.)

obliczane za pomocg tzw. filtru Hamiltona:
2
P(s,=J|Q, )= ZpijP(St—l =1]€Q, )
i=l
Cj(ut s, = J,$2,_)P(s, = J|Q,_)

2

Zc,. (u |s, =i, Q_)P(s, =i|Q )
=1

P(St :j‘Qt):



Estymacja modelu MSC

Logarytm funkcji wiarygodnosci:

T >
L:Zl ch(”t |'s, = J,€2,_;50)P(s, :j|Qtl;9)j+

t=1 j=1

+i‘n(f(rl,, 2,30+ Yinler, 19,56)

t=l1



gdzie p,=l-p, p,=1-p,
/
u, = (”1,t9”2,t)

ul,t o Ft (rl,t) ”2,: » Gt (rz,t)

C; ( ‘ S, = ] , (2 t—l) - gestos¢ kopuli warunkowej

wiazacej warunkowe rozklady brzegowe w rezimie j.



Inne istotne charakterystyki modelu
MSC

Prawdopodobienstwa bezwarunkowe poszczegolnych stanow:

1— 1-
Po=t)= 'Pr -z P
2—py— P 2— Py~ P
: 1
mtr (1) = =) Sredni czas powrotu do rezimu i
=
d(i)= - czas oczekiwanego trwania w rezimie i




Statystyki opisowe badanych szeregow zwrotow

9.01.2001 — 16.03.2007
r, =100(log(P,) —log(P,_,))

Indeks WIG20 MIDWIG
Srednia 0,0412 0,0966
Odchylenie standardowe 1,4583 0,8731
Minimum -5,7306 -5,6449
Maksimum S,4830 4,1011
Sko$nos¢ 0,0412 -0,5642
Kurtoza 4,0421 6,3457




Wyniki estymacji modeli jednowymiarowych

WIG20
Student's t d.f.

[2]GARCH Intercept
GARCH Alphal
GARCH Betal
MIDWIG

Student's t d.f.
Log(Skewness) (In(ks1))
[2]GARCH Intercept
GARCH Alphal
GARCH Betal

Estimate Std. Err.
8.29292 1.712

0.01464 0.0083
0.03613 0.00866 4.173 0
0.95753 0.00964 99.329 0

t Ratio p-Value

7.57932 1.3435 = —-eeem o
-0.11607 0.03785 -3.067 0.002
0.02255 0.0088  ———--- e
0.09354 0.01848 5.062 0

0.87976 0.02456 35.821 0



Oszacowania parametrow modelu MSC

Rezim 1: kopula gaussowka Cgauss

Rezim 2: kopula Joego i Claytona Ci_yc

P, 09555 |(0.0361)

P»n 109152 [(0.0797)
L 0.7522 |(0.0222)
K 1.1997 |(0.1001)
/4 1.0197 | (0.1872)




Inne istotne charakterystyki
estymowanego modelu MSC

P(St o 1) 0.6558 P(St o 2) 0.3442
mtr(l) 1.5248 mtr(2) 2.9055
d(l) 22.4624 d(2) 11.7882




Dynamika warunkowego wspolczynnika tau Kendalla
oszacowana na postawie modeli MSC oraz -DCC
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Dynamika warunkowych zaleznosci ogonowych
oszacowana za pomocg modelu MSC
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Warunkowe prawdopodobienstwa wystepowania w dniu 7 rezimu 1
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Wygladzone warunkowe prawdopodobienstwa wystegpowania w

dniu 7 rezimu 1
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Podsumowanie

1 Zwroty indeksow WIG20 i MIDWIG wykazuja
istotnie wigksza warunkowa zaleznos¢ asymptotyczng
podczas bessy niz w czasie hossy.

1 Zjawisko to mozna stwierdzi¢ za pomoca modeli
kopuli z przelaczaniem typu Markowa.
Wielowymiarowe modele zmiennosci z eliptycznymi
rozkladami innowacji nie sa w stanie wychwycic tego
rodzaju asymetrii.

1 Zaleznos¢ warunkowa zwrotow indeksow WIG20 i
MIDWIG, mierzona wspolczynnikiem tau Kendalla,
oszacowana za pomocg modelu MSC, jest nizsza, niz
ogdy szacuje si¢ ja za pomoca modelu ~-DCC.
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