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Analiza empiryczna wybranych zmiennych wchodzących 
w skład funkcji popytu na pieniądz  

 

1. Wprowadzenie 
 Celem artykułu jest porównanie wyników dotyczących testowania niesta-
cjonarności oraz estymacji parametru integracji ułamkowej dla szeregów, które 
będą podstawą budowy modeli popytu na pieniądz w gospodarce Polski. Anali-
zę przeprowadzono w celu określenia rzędu integracji długookresowej (czyli dla 
częstości zerowej). Podstawą analizy są publikowane przez NBP agregaty pie-
niężne: M0, M1, M2, M3, obliczone według nowych standardów Europejskiego 
Banku Centralnego, które Narodowy Bank Polski rozpoczął wdrażać od końca 
marca 2002 r. Dane przeliczone według ww. standardów dostępne są od końca 
1996 r. Do analizy wykorzystano szeregi kwartalne od 1996Q4 do 2007Q1, 
łącznie 42 obserwacje. Literatura ekonomiczna w zakresie podstawowych teorii 
popytu na pieniądz, wskazuje, że funkcja popytu przyjmuje zazwyczaj postać: 
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P

=  gdzie:  M
P

- ilość pieniądza w wyrażeniu realnym, Y - zmienna 

wyrażająca wielkość dochodu, - określa koszt alternatywny utrzymywania 
zasobów pieniądza, - ogólny poziom cen. Zatem do budowy modeli realnego 
popytu na pieniądz, wykorzystuje się postać funkcji nieliniowej. W związku z 
tym szeregi zostały urealnione za pomocą wskaźnika cen towarów i usług kon-
sumpcyjnych, a następnie poddane logarytmowaniu. Dodatkowo szeregi te 
poddano procesowi odsezonowania za pomocą programu komputerowego De-
metra (procedurą Tramo/Seats), w celu ewentualnego porównania z wynikami 
dla szeregów nieodsezonowanych. Procedura wykazała, że wszystkie szeregi 
nie wymagały odsezonowania. Pozostałe obliczenia wykonano w programach: 
STATA, Microfit.  
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2. Test pierwiastka jednostkowego Dickey-Fullera 
 Zaproponowany przez Dickey-Fullera test zakłada w hipotezie zerowej, że 
badany szereg jest niestacjonarny z powodu występowania pierwiastka jednost-
kowego. Hipoteza alternatywna mówi o stacjonarności szeregu. Do przeprowa-
dzenia testu potrzebna jest często zmodyfikowana wersja testu (ADF) dana na-

stępującą relacją: 1
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 gdzie: { } - to szereg obser-

wacji badanej zmiennej, k – liczba opóźnionych wartości przyrostów zmiennej 
(dobrana tak, aby wyeliminować występowanie autokorelacji składnika loso-
wego). Decyzję o odrzuceniu bądź nie, hipotezy zerowej podejmuje się na pod-
stawie statystyki DF liczonej za pomocą ilorazu t-Studenta. Jeżeli obliczona 
wartość statystyki DF jest większa niż wartość krytyczna, to nie ma podstaw do 
odrzucenia hipotezy zerowej o niestacjonarności badanego szeregu, w przeciw-
nym wypadku należy ją dorzucić. Odpowiednie wartości krytyczne dane są w 
pacy MacKinnon (1991) lub Franses, Hobijn (1997). 

ty

3. Test Phillipsa-Perrona 
 Test pierwiastka jednostkowego (jego rozkład asymptotyczny jest taki sam 
jak rozkład testu ADF) jest odporny względem autokorelacji i heterosceda-
styczności o nieznanej postaci (por. Syczewska, 2002). W odróżnieniu od testu 
ADF, dodatkowe składniki wprowadzane są do wzoru określającego samą sta-
tystykę testu, a podstawowa regresja ma postać:  
 1 ,t ty yα β −Δ = + + ε zatem odpowiada modelowi AR(1) dla szeregu { }. Do-
kładny opis zawarty jest w pracach Phillips, Perron (1988), Hamilton (1994). 
Hipoteza zerowa testu zakłada niestacjonarność badanego szeregu, natomiast 
alternatywna jego stacjonarność. Jeżeli obliczona statystyka jest większa od 
wartości krytycznej, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o nie-
stacjonarności szeregu, wskutek występowania pierwiastka jednostkowego. 
Odpowiednie wartości krytyczne można znaleźć w Hamilton (1994).  

ty

4. Test DF-GLS Elliota, Rotenberga i Stocka  
 Zaproponowany przez Elliota, Rotenberga i Stocka (1996) test jest zmody-
fikowanym testem ADF, poprzez przekształcenie obserwacji danego szeregu 

według poniższej relacji: 
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 , gdzie: α - oznacza stałą 

dobraną odpowiednio: 1 – 7/T dla modelu ze stałą, 1 – 13,5/T dla modelu ze sta-
łą i trendem (T liczba obserwacji). Analogicznie przekształcane są wektory 
trendu i wartości stałej,  Regresja ADF szacowana jest dla wartości: ( ).td x

( ),
t

d
t ty y x δ α= − jednak bez stałej i trendu. Jeżeli odpowiednia wartość kry-
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tyczna jest niższa niż obliczona wartość statystyki (test lewostronny) wyzna-

czonej na podstawie regresji postaci: 1
1

,
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d d d
t t j t j
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εΔ = + Δ +∑  to nie ma 

podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o niestacjonarności badanej zmiennej 
(wartości krytyczne dane są w pracy Cook-Manning, 2004). 

5. Test Kwiatkowskiego, Phillipsa, Schmidta i Shina 
 Test KPSS w hipotezie zerowej zakłada trendostacjonarność badanego sze-
regu, wobec niestacjonarności w hipotezie alternatywnej. Posiada dwie wersje: 
z trendem oraz bez trendu. Statystyka testu dana jest wzorem: 

2 2 2ˆ / ( ),tT S s lη −= ∑  gdzie:  oznacza sumy częściowe reszt ( ) regresji ba-
danej zmiennej odpowiednio względem trendu linowego lub względem stałej. 
Wyrażenie:

tS te

2 ( )s l przyjmowane jest jako estymator wariancji długookresowej 

danej wzorem: 2 1 2 1
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wyznaczone na podstawie funkcji gęstości Bartletta  ( , ) 1 /( 1)w s l s l= − + . Jeżeli 
obliczona wartość statystyki jest wyższa niż odpowiednia wartość krytyczna 
(podane są w pracy Kwiatkowskiego, Phillipsa, Schmidta i Shina, 1992), to od-
rzucamy hipotezę zerową. 

6. Integracja ułamkowa i procedura estymacji Lo (1991) 
 Stopień integracji szeregu niestacjonarnego definiowany jest jako najmniej-
sza całkowita liczba przyrostów, dla której szereg staje się stacjonarny. Integra-
cja ułamkowa sprowadza się do uogólnienia tego pojęcia i oznacza, że stopień 
integracji szeregu może być określony przez wartości rzeczywiste (d). Wyraże-
nie różnicujące przyjmuje wówczas postać: 
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gdzie: L – operator opóźnień, a parametry rozwinięcia określone są przy użyciu 
funkcji gamma (za Syczewska (2005)). Jeżeli , proces jest stacjonarny, 
a jego funkcja autokorelacji zmniejsza się powoli i nie jest sumowalna (szereg 
posiada tzw. długą pamięć). Dla 

0<d<0.5

0.5 d<1≤  wariancja jest skończona, proces jest 
niestacjonarny, lecz wciąż powracający do średniej (wpływ szoku zakłócające-
go w długim okresie zaniknie). Gdy d  szereg jest niestacjonarny i niepo-
wracający do średniej, efekty szoku są trwałe (persystentne). W przypadku 

, szereg zawiera krótką pamięć (por. Osińska, 2006). 

1≥

-0.5 d<0<
Statystyka R/S i uogólniona procedura według Lo (1991) zaproponowana zosta-
ła przez Hursta (1951). Klasyczna wersja statystyki została zmodyfikowana (ze 
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względu na jej wrażliwość na krótkoterminowe zależności w szeregu) przez Lo 
(1991) do postaci: 
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dana jako największa liczba całkowita niższa niż q, q n< , ρ̂ - współczynnik 
autokorelacji I rzędu, X - wartość średnia próby. Modyfikacja polegała też na 
normalizacji statystyki jako /nQ n . Hipoteza zerowa zakłada, że szereg posia-
da krótką pamięć, a alternatywna, że szereg ma długą pamięć. 

7. Interpretacja otrzymanych wyników  
Wyniki testu DF(ADF) 
 Tablica 1 przedstawia wyniki badania integracji szeregów. 
Wyniki pokazują, że badane szeregi zintegrowane są rzędu pierwszego, są więc 
niestacjonarne i zawierają pierwiastek jednostkowy. 

Wyniki testu Phillipsa-Perrona 
 Obliczenia (Tablica 2) wykonano za pomocą programu STATA, gdzie po-
dawane są również odpowiednie wartości krytyczne (por. Hamilton (1994), s. 
762-763). Dla liczby obserwacji równej 42 oraz dla 1%, 5%, 10% poziomu 
istotności i wartości krytyczne dla statystyki Z(ρ) wynoszą odpowiednio: -
18.288, -13. 012, -10.52 (-24.548, -19.116, -16.368 w wersji z trendem). Nato-
miast dla statystyki Z(t) wartości te wynoszą: -3.641, -2.955, -2.611 (-4.233, -
3.536, -3.202 z trendem). W nawiasach z kropką podano wartość poziomów 
istotności według MacKinnona. 
Na podstawie oszacowanych wartości stwierdzić można, że dla wszystkich po-
ziomów istotności nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o niestacjo-
narności badanych szeregów.  
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Tablica 1. Obliczone wartości statystyk dla odpowiednich szeregów 
 

Szeregi badanych zmiennych Statystyka 
LM0R LM1R LM2R LM3R 
1.2348 2.7143 4.1401 -0.38556 [1] DF/ADF 

Rząd 
L. op. 
Stat. G 

I(1) 
1 

3.2229 

I(1) 
0 

7.3640 

I(1) 
0 

2.3537 

I(2) 
4 

4.6345 
-0.4429 1.996 -0.73953 -0.58724 [2] DF/ADF 

Rząd 
L. op. 
Stat. G 

I(1) 
1 

3.3325 

I(1) 
1 

1.2839 

I(1) 
0 

2.2382 

I(1) 
0 

1.9978 
-1.1137 -1.2895 -1.5422 -1.4845 [3] DF/ADF 

Rząd 
L. op. 
Stat. G 

I(1) 
1 

3.6225 

I(1) 
0 

6.2760 

I(1) 
0 

3.3793 

I(1) 
0 

3.2222 
-1.1977 2.2705 -0.76122 -0.57871 

I(1) 
0 

5.2926 

I(1) 
0 

5.5644 

I(1) 
0 

4.3712 

I(1) 
0 

4.3027 

[4] DF/ADF 
Rząd 
L. op. 
Stat. G 
F stat. 3.2908** 8.4624*** 3.3965** 3.2716** 

-1.8222 -0.29035 -1.41 -1.3157 
I(1) 
0 

5.0285 

I(1) 
0 

5.6508 

I(1) 
0 

5.7447 

I(1) 
0 

5.6705 

[5] DF/ADF 
Rząd 
L. op. 
Stat. G 
F stat. 3.1498** 7.149*** 3.0482** 2.9306** 

 

Oznaczenia: L – logarytmy, R – realne wielkości; [1] – regresja: nc, nt, nd; wartość krytyczna: -1.86, [2] – 
regresja: c, nt, nd; wartość krytyczna: -2.79, [3] – regresja c, t, nd; wartość krytyczna: -3.34, [4] – regresja: c, 
nt, d; wartość krytyczna: -2.77, [5] – regresja: c, t, d; wartość krytyczna: -3.34. L. op. – oznacza liczbę dołą-
czonych opóźnień przyrostów zmiennej w regresji. Stat. G – oznacza wartość statystyki Godfrey’a. Liczba 
gwiazdek oznacza istotność statystyki (***, **, *) na poziomie odpowiednio: 1%, 5%, 10%. Wartości kry-
tyczne dla α=0.05 pobrano z pracy Franses, Hobijn (1997), s. 29.  
Źródło: obliczenia własne. 

Tablica 2. Obliczone statystyki dla szeregów ze stałą (a) oraz ze stałą i z trendem (b) 
 

Szeregi badanych zmiennych Statystyka 
LM0R LM1R LM2R LM3R 

a: Z(ρ) -6.201 2.051 -0.792 -0.597 
a: Z(t) -1.518 2.030 -0.747 -0.598 
a: ( . ) 0.5247 0.9987 0.8342 0.8715 
b: Z(ρ) -11.654 -3.342 -4.732 -4.732 
b: Z(t) -2.337 -1.096 -1.607 -1.565 
b: ( . ) 0.4134 0.9297 0.7896 0.806 

 

Źródło: obliczenia własne. 

Wyniki testu DF-GLS Elliota, Rotenberga i Stocka 
 Obliczenia wykonano za pomocą programu STATA, maksymalny rząd 
opóźnienia równy 9 został ustalony za pomocą kryterium Schwert’a. Wartości 
krytyczne dla poziomów istotności: 1%, 5% podane w pracy Cook-Manning 
(2004), s. 271-272, (gdzie maksymalny stopień opóźnienia ustalany jest na pod-
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stawie sekwencyjnej reguły Ng i Perrona (1995) w wersji z trendem wynoszą: -
4.15, -3.52 oraz w wersji bez trendu odpowiednio: -3.19, -2.48. 
 
Tablica 3. Obliczone wartości statystyk DF-GLS dla odpowiednich szeregów w wersji z 

trendem (τ) i bez trendu (μ) 
 

Szeregi badanych zmiennych Statystyka 
LM0R LM1R LM2R LM3R 

(τ) -1.622 -1.287 -3.134 -3.385 
(μ) 0.473 1.451 2.453 2.604 

 

L – oznacza wielkości logarytmowane, R – wielkości realne. 
Źródło: obliczenia własne. 

Porównując otrzymane wartości z wartościami krytycznymi, można powie-
dzieć, że dla 1% i 5% poziomu istotności nie ma podstaw do odrzucenia hipote-
zy zerowej o nie stacjonarności wszystkich szeregów. Wyniki potwierdzają 
wcześniejsze ustalenia, jednak w przypadku szeregów LM2R i LM3R dla wersji 
z trendem, wartości statystyk są bliskie wartościom granicznym.  

Wyniki testu KPSS 
 Wartości krytyczne dla poziomów istotności 10%, 5% wynoszą: dla wersji z 
trendem liniowym: 0.119, 0.146, natomiast w wersji bez trendu odpowiednio: 
0.347, 0.463. Obliczenia wykonano za pomocą programu STATA, maksymalny 
rząd opóźnienia określony wg kryterium Schwert’a wynosi 3.  
 
Tablica 4. Obliczone wartości statystyki KPSS dla wersji z trendem(τ) i bez trendu (μ) 
 

Szeregi badanych zmiennych Statystyka 
LM0R LM1R LM2R LM3R 

(τ) 0.182 0.25 0.169 0.161 
(μ) 0.574 1.04 1.02 1.04 

 

Źródło: obliczenia własne.  

Uzyskane wartości wskazują, że należy odrzucić hipotezę zerową o trendosta-
cjonarności na korzyść hipotezy alternatywnej. Wszystkie szeregi zatem na po-
ziomie istotności 5% są niestacjonarne. 

Wyniki testu dla zmodyfikowanej statystyki Lo 
 Wartości krytyczne dane są w postaci przedziałów: dla (α=0.1) 90% [0.861, 
1.747], dla (α=0.05) 95% [0.809, 1.862], dla (α=0.01) 99% [0.721, 2.098]. Ob-
liczone wartości statystyk zawiera tablica poniżej. 
  
Tablica 5. Obliczone wartości statystyk 
 

Miara 
Statystyka 

LM0R LM1R LM2R LM3R 

Lo statystyka 0.922 2.34 2.25 2.31 
 

Źródło: obliczenia własne.  
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Wykroczenie policzonej statystyki poza dany przedział skutkuje odrzuceniem 
hipotezy zerowej, zatem szeregi LM1R, LM2R i LM3R powinny posiadać dłu-
gą pamięć. 

8. Podsumowanie 
 Przeprowadzona analiza miar pieniądza, potencjalnych zmiennych funkcji 
popytu na pieniądz, stanowi część wyników testów, zastosowanych do zbadania 
ich własności dynamicznych. Analiza wykazała, że badane szeregi są niestacjo-
narne (wyniki testów: DF-GLS, PP, potwierdzone testem KPSS) i zintegrowane 
rzędu pierwszego (test DF/ADF). Dodatkowo test badania integracji ułamkowej 
(zmodyfikowana statystyka R/S według Lo) daje przesłanki do dalszych prac 
nad zmiennymi w celu doboru właściwej metody estymacji modeli.  
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