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1. Wstep

Przeprowadzone w ostatnim czasie badania empiryczne dotyczace proce-
sow makroekonomicznych i finansowych wskazuja, ze procesy te moga posia-
da¢ losowy pierwiastek jednostkowy. Procesy te okreslane mianem procesow ze
stochastycznym pierwiastkiem jednostkowym (STUR) ze wzgledu na wystepu-
jacy w nich losowy parametr sa czgsciowo stacjonarne lub niestacjonarne.

Celem prezentowanego artykulu jest przedstawienie w oparciu o wniosko-
wanie bayesowskie wynikow badan dotyczacych identyfikacji procesow ze
stochastycznym pierwiastkiem jednostkowym dla wybranych spotek i indeksow
gietdowych notowanych na GPW w Warszawie. Na gruncie klasycznym, wyni-
ki dotyczace identyfikacji modeli STUR zamiescili w swoich pracach m.in.
Leybourne, McCabe i Tremayne (1996), Granger i Swanson (1997), Sollis,
Leybourne i Newbold (2000), Kwiatkowski i Osinska (2004), Kwiatkowski
(2004). W zakresie wnioskowania bayesowskiego badania empiryczne prze-
prowadzili Jones i Marriott (1999).

Szerszy opis bayesowskiej analizy proceséw (STUR) mozna znalez¢ w ar-
tykule Kwiatkowskiego (2005). Jako wczesniejsza prace z tego zakresu nalezy
wymieni¢ artykut Jonesa i Marriotta (1999), w ktérym przedstawiono bayesow-
ska estymacj¢ modelu STUR w wersji Grangera i Swansona (1997).
W prezentowanym artykule proponuje si¢ natomiast wykorzystanie modelu
STUR w wersji Leybourne, McCabe i Tremayne (1996), ktora zdaniem autora
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jest fatwiejsza w stosowaniu i znacznie mniej wymagajaca od strony numerycz-
nej.

Uklad artykutu jest nastepujacy. Czegs¢ druga przedstawia model ze stocha-
stycznym pierwiastkiem jednostkowym oraz zwigzane z nim wnioskowanie
bayesowskie. Czg$¢ trzecia zawiera badania empiryczne przeprowadzone dla
wybranych spotek i indekséw gietdowych notowanych na GPW w Warszawie.
W czgsci czwartej zamieszczone sa wnioski.

2. Model i wnioskowanie bayesowskie

Rozwazana reprezentacje modelu STUR (stochastic unit roots process)
mozna przedstawic nastgpujaco:

Ayt :ﬁtyt—l + &,
ﬂt:a+¢l(/81—1_a)+"'+¢p(ﬂt—p_a)+ s (1)

gdzie y, oznacza realizacjg¢ procesu w chwili . Losowy parametr [, jest sta-

cjonarnym procesem autoregresyjnym. Procesy & 1 7, sa bialymi szumami

odpowiednio z wariancjami ¢ i @’ . Dodatkowo zaklada si¢, Ze sa wzajemnie
niezalezne. Jezeli y, jest procesem btadzenia przypadkowego to wariancja bia-

lego szumu @’ réwna jest zero. Dodatkowo bezwarunkowa wariancja w row-

naniu (1) ma zdegenerowany rozktad w zerze. Dla @’ >0 (1) jest procesem ze
stochastycznym pierwiastkiem jednostkowym. Parametr w tym modelu zmienia
si¢ w czasie wokoél jedynki, zatem jest to proces, ktéry jest cze§ciowo stacjo-
narny lub niestacjonarny.

Przyjmujac, ze parametr [, jest procesem autoregresyjnym rz¢du drugiego
oraz zakladajac, ze rozklad obserwacji i nieobserwowanego parametru w
modelu STUR jest warunkowym rozktadem normalnym mozemy zapisa¢:

Ayt|yt—laﬂw02 NN(ﬁ,y[_l,Gz), dla ¢
2

ﬂz|ﬁ;71aﬂ172,a,¢1,¢2,a}2 ~ N[a+z¢i(ﬂti - a), 602} . 2)
i=1

W szczegodlnych przypadkach, w ktorych stochastyczny pierwiastek jed-
nostkowy jest procesem autoregresyjnym rzedu pierwszego lub biatym szumem
wystarczy zalozy¢ w (1), ze odpowiednie wspotczynniki autoregresji sa rowne
zero tj. ¢, =0,i=1,2. W oparciu o wymienione wyzej zatoZenia ggsto$¢ prob-
kowa w modelu STUR mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

P(AJ’|)’0>:6: H)ZHN[O‘+Z¢1'(/B:—I‘ - a)’ WZJXHN((BJH’OZ)’ (3)
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gdzie 0:(05,¢1,¢2,a)2,02), aeR, CI):((/jl,¢2)’eCp, a)zeR+, O'ZGR+,
B=(B.By...py)eR"; T - oznacza liczbe obserwacji, natomiast C, - jest

obszarem zmiennosci parametrow, przy ktorych proces autoregresyjny w mode-
lu (1) jest stacjonarny.

Jezeli przyjmiemy zalozenie o niezalezno$ci parametrow w modelu STUR,
to rozklad a priori wektora @ jest iloczynem gestosci brzegowych rozktadow
jego sktadowych:

2(6)= p()p(4)p(4,)p(@ Jp(?). 4)

Dla wszystkich parametrow przyj¢to standardowe rozktady wiasciwe:

p(@)= Nl 0). p($)=Nluy. 0% ). plg)=Nlu,,. o).
p(a)z)zlG(az,bZ), p(az)zlG(al,bl), (5)

gdzie N Cu,az) oznacza rozktad normalny o $redniej x i wariancji o® , nato-
miast IG(a,b) oznacza odwrocony rozklad gamma Z Pparametrami
a>0,b>07 Ze wzgledu na fakt, ze parametr £, jest cze$cia modelu, mozna
zatozy¢, ze wszystkie zawarte o nim informacje znajduja si¢ w funkcji wiary-
godnosci (Jones i Marriott, 1999; Jostova i Philipov, 2004).

Stad taczny rozktad a posteriori wektora @ bedacy iloczynem rozktadu a
priori (5) 1 probkowej gestosei (3) ma postac:

p(ﬂ, ﬂAy,yO)oc N(ya,ofl)x N(f% ,a;l )>< N(y%,aﬁz )le(az,bz)x IG(al,bl)
T 2 T

S| ED IR  C ©
t=1 i=1 t=1

W celu otrzymania brzegowych rozktadéw a posteriori mozna zastosowac
algorytm Gibbsa, ktory jest jedna z bardziej popularnych metod stosowanych
we wnioskowaniu bayesowskim do wyznaczenia probkowych gestosci brzego-
wych i ich charakterystyk. Poszczegélne rozklady brzegowe wykorzystywane
przy algorytmie Gibbsa dla sktadowych wektora & oraz dla losowego parame-
tru f, znajduja si¢ w pracy Kwiatkowskiego (2005).

Jednym z fundamentalnych zagadnien w analizie szeregéw czasowych jest
wybor odpowiedniego modelu. Dla modelu STUR w postaci (1) mozemy badac¢
rzad autoregresji dla losowego parametru f,. Dodatkowo mozna weryfikowaé

czy analizowany proces ma staly, czy tez zmienny w czasie pierwiastek jed-
nostkowy. Testowanie modeli odbywa si¢ przez pordwnanie ich mocy wyja-

* Rozklady prezentowane w artykule mozna znalezé m.in. w ksiazce Gelma-
na,Carlina, Sterna i Rubina (1995).
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$niajacej. Przyjmujac zatozenie, ze dwa modele (M, i M) sa a priori jedna-

kowo prawdopodobne porownanie mocy wyjasniajacej mozna dokonaé za po-
moca czynnika Bayesa, ktory dany jest wzorem:

_ p(Z|Mi)

B, —W, (7

gdzie p(z| M k) (k =i,j ) oznacza brzegowa gestos¢ wektora obserwacji w mo-
delu M, . Czynnik Bayesa wigkszy od jedynki (B”. > 1) oznacza, ze model M,
Jest bardziej prawdopodobny niz model M ;.

Jednym z podstawowych zagadnien we wnioskowaniu bayesowskim jest
obliczenie brzegowej gestosci wektora obserwacji:

p(Z|Mk):J.p(®k|Mk)p(Z|®k’Mk}i®k’ )]

gdzie konkurujace modele reprezentuje zbior M = {M M, ,}

Niestety ze wzgledu na ztozonos$¢ zagadnien bardzo rzadko daje si¢ ja obli-
czy¢ analitycznie. W przypadku modeli STUR, gdzie wykorzystywany jest
algorytm Gibbsa, ktory jest czgscia metod numerycznych okre§lanych jako me-
tody Monte Carlo wykorzystujace tancuchy Markowa®, naturalnym narzedziem
do estymacji brzegowej gestosci jest Srednia harmoniczna dana wzorem
(Newton i Raftery, 1994):

N
plem ) =1 plHel M, )", ©)
n=l1

gdzie @&;’) sa realizacjami z tancucha Markowa, natomiast z oznacza wektor
obserwacji. Estymator ten (N-R) jest tatwy w uzyciu. Wymagana jest tylko
znajomo$¢ probkowej getosci p(y|®k,M k) oraz realizacji z rozkladu a poste-

riori. Gldwna wada tego estymatora jest jego niestabilno$¢, poniewaz nie spet-
nia on centralnego twierdzenia granicznego (Carlin i Louis, 2000). Z praktycz-
nego punktu widzenia dzieje si¢ tak, poniewaz bardzo mate wartosci funkcji
wiarygodnosci w znaczny sposob wywieraja wplywaja na wielkos$¢ sredniej
harmonicznej. Okazuje si¢ jednak, ze dla wielu aplikacji, algorytm N-R jest
stabilny, blisko prawdziwej warto$ci brzegowej gestosci i z powodzeniem moze
by¢ stosowany dla wielu zastosowan (Osiewalski i Pipien, 2004).

3 Markow Chain Monte Carlo methods (MCMC).
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2. |dentyfikacja STUR na GPW

Bayesowskie testowanie modeli przeprowadzono dla wybranych indeksow
1 spotek notowanych na GPW w Warszawie w okresie od stycznia 2000 do kon-
ca kwietnia 2005. W artykule dokonano analizy szeregéw tygodniowych, po
uprzednim ich zlogarytmowaniu. Badaniu podlegaly gléwne indeksy: WIG,
WIG20, MIDWIG i TECHWIG oraz spoiki. Ich szczegblowy wykaz znajduje
si¢ w tablicy 1. Dla kazdego procesu rozwazono cztery konkurencyjne i wza-
jemnie wykluczajace si¢ modele. Rozwazano mozliwo$¢ istnienia procesu ze
statym pierwiastkiem jednostkowym, czyli weryfikowano hipotezg, ze badane
procesy podlegaja btadzeniu przypadkowemu (model M, ). Dodatkowo rozwa-

zono trzy reprezentacje procesu STUR. Analizowano czy zmienny pierwiastek
jednostkowy moze by¢ opisany przez proces bialo-szumowy (model M, ;

STUR;WN), proces autoregresyjny rzedu pierwszego (model M;; STUR;
AR(1)) lub drugiego (model M,; STUR; AR(2)). Poszczegdlne modele maja
zatem nastgpujaca postac:

M,: Ay, =¢,,
Mz : Ayt:ﬂtyt—l +é;,
ﬂt=a+77t >

My Ay, =By, +¢,,
ﬂt = a+¢1(ﬂz—1 —(Z)+ s
M,: Ayt zﬂtyt—l +é&,
B=a+(B-a)t b, -a)+n,.

Testowanie modeli odbywalo si¢ poprzez obliczenie brzegowej gestosci
wektora obserwacji za pomoca estymatora Newtona i Raftery’iego (1994).

Gestos¢ brzegowa dla kazdego modelu byta obliczona w oparciu o tancuch
Markowa, ktory sktadat si¢ z miliona iteracji. Moc wyjasniajaca dla poszcze-
g6lnych modeli porownywano za pomoca czynnika Bayesa (7).

W celu estymacji i testowania modeli przyjeto rozktad a priori, ktory wyra-
za stosunkowo niewielka informacj¢ wstgpna o parametrach:

p(6)= p(a)p(#, )p(#, )plw* plo? )=
= N(0,10)N(0,10)N(0,10)/G(0,01,0,01)/G(0,01,0,01).

Ze wzgledu na duze rozpigtosci otrzymanych wartosci, wyniki logarytmo-
wano. Zlogarytmowane czynniki Bayesa dla poszczegolnych modeli obliczone
wzgledem modelu btadzenia przypadkowego przedstawia tabela 1. Pogrubiona
czcionkg zaznaczono modele, ktore sa najbardziej prawdopodobne. W 12 przy-
padkach na 15 najbardziej prawdopodobny okazat si¢ model btadzenia przy-
padkowego. Jest to model ze stalym pierwiastkiem jednostkowym. Wszystkie
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analizowane indeksy sa procesami zintegrowanymi rzedu pierwszego. Wsrod
analizowanych spoétek najbardziej preferowany jest rowniez proces bladzenia
przypadkowego. Tylko trzy spoiki to procesy typu STUR, czyli ze zmiennym
pierwiastkiem jednostkowym. Sa to Mieszko, Millenium i Optimus. W wigk-
szo$ci przypadkow losowy parametr w procesach STUR nie wykazuje autoko-

relacji, czyli jest biatym szumem.

Tabela 1. Logarytm dziesigtny czynnikoéw Bayesa log,, (B RW].) obliczony wzgledem

modelu bladzenia przypadkowego dla wybranych indeksow i spotek

Badane Bladzenie | grp:wN | STUR; AR(1) | STUR; AR(2)
przypadkowe
procesy M, M, M, M,

WIG 0.000 95.175 97.500 98.596
WIG20 0.000 55.668 56.711 58.615
MIDWIG 0.000 95434 95300 98.837
TECHWIG 0.000 21.697 22565 27,301
APATOR 0.000 11.127 10293 10,502
BRE 0.000 18.424 18.801 20.659
BZWBK 0.000 18.515 19.867 21.538
DEBICA 0.000 26,371 25365 31421
HANDLOWY | 0.000 35224 32703 33.766
MIESZKO 0.000 -2.098 1,894 -2.361
MILLENIUM | 0.000 3.047 3.002 2.890
OPTIMUS 0.000 112,658 112,039 9573
PROCHNIK 0.000 1226 1261 1.625
TPSA 0.000 9426 8.569 9759
WAWEL 0.000 13.542 14587 15.796

Zrédio: Obliczenia wlasne.

3. Whnioski

W artykule przedstawiono modele ze stochastycznym pierwiastkiem jed-
nostkowym STUR. Dodatkowo omoéwiono bayesowskie testowanie tych mode-
li. Badania identyfikacji proceséw STUR dotyczyly wybranych spotek i indek-
sow gieldowych notowanych na GPW w Warszawie. W oparciu o wyniki prze-
prowadzonych badan mozna stwierdzié, ze wigkszo$¢ analizowanych indeksow
i spotek wykazuje staty pierwiastek jednostkowy. Tylko kilka z nich, mianowi-
cie Mieszko, Millenium i Optimus to procesy STUR.
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