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Przetgcznikowy model Markowa jako przyktad
niestacjonarnego modelu kursu walutowego

1. Wprowadzenie

Modele regresji przetacznikowej umozliwiaja modelowanie zarowno gwat-
townych jak i stopniowych, skokowych zmian w poziomie badanej zmiennej
ekonomicznej, przy czym zmiana parametru modelu przetacznikowego nastepu-
je wraz ze zmiang rezimu (stanu), do ktorego nalezy czg§¢ wartosci procesu.
Zastosowania modeli przetacznikowych opieraja si¢ na ogdlnym zalozeniu, ze
badane szeregi czasowe mozna modelowac przy uzyciu procesow stochastycz-
nych zdefiniowanych jako ciagi zmiennych losowych o znanym typie rozktadu
warunkowego w kazdym rezimie. W modelach przetacznikowych zaktada sig,
ze zarOwno mechanizm sterujacy zmianami w obrebie poszczegoélnych rezimow
jak 1 mechanizm zmiany rezimu jest losowy. Zatem specyficzny charakter tym
modelom nadaja: obserwowalny proces ekonomiczny oraz nieobserwowalny
proces sterujacy'. Mianem przetacznikowych modeli Markowa (Markov swi-
tching model, MSM) okres$lana jest kategoria modeli przetacznikowych , w kto-
rych procesem sterujacym zmianami rezimu jest jednorodny tancuch Markowa.
Klasa modeli przetacznikowych uwzglednia zard6wno zmiany mechanizmu za-
chowania si¢ zjawisk ekonomicznych poprzez okreslenie odmiennej struktury
dynamicznej modelu w kazdym rezimie, jak i zmiany warto$ci parametréw ich
rozktadow dzigki przetaczeniu do innego rezimu. Pierwsze wzmianki na temat
modelu przetacznikowego mozna odnalez¢ w pracy Goldfelda i Quandta (por.

' J. Stawicki opisujac przetacznikowe modele Markowa wprowadza pojecie po-
dwdjnego procesu stochastycznego, aby podkresli¢ istnienie nieobserwowalnej zmien-
nej sterujacej zmianami rezimoéw obok obserwowalnej zmiennej objasnianej; por. Sta-
wicki (2004), s. 51.
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Goldfeld, Quandt, 1973), w ktorej rozwazano model regresji liniowej o wspot-
czynnikach zmieniajacych si¢ wraz ze zmiang rezimu sterujacego procesem.
Rozszerzeniem idei tego modelu jest przetacznikowy model Markowa zapropo-
nowany przez Hamiltona (por. Hamilton, 1989). Celem pracy jest opis zacho-
wania si¢ wybranych kursow walutowych wzgledem PLN przy wykorzystaniu
przetacznikowych modeli Markowa. Artykut sktada si¢ z czesci teoretycznej
zawierajacej specyfikacje i opis metody estymacji parametréw przetacznikowe-
go modelu Markowa, oraz empirycznej obejmujacej estymacje¢ i weryfikacje
przetacznikowych modeli kursu ztotego.

2. Heteroskedastyczny przetgcznikowy model Markowa

Szczegblny przypadek proceséw generowanych przez przetacznikowy mo-
del Markowa stanowia mieszaniny niezaleznych i identycznych rozkladow
(i.i.d. mixture distributions). Niech rezim, w ktorym znajduje si¢ proces w
chwili t bedzie indeksowany przez nicobserwowalng zmienna losowa s, ktora
przyjmuje N mozliwych warto$ci z przestrzeni stanéow {1, 2, ..., N}. Rozwaza-
nia dotycza heteroskedastycznej specyfikacji modelu, tzn. poziom zmienno$ci
procesu podlega losowym przetaczeniom do réznych rezimow (stanow), ktory-
mi steruje zmienna s;. Innymi slowy proces stochastyczny generujacy badane
zjawisko jest mieszaning kilku rozktadéw normalnych o réznych $rednich i wa-
riancjach (por. Hamilton 1994):

v /@, ~N(n, 0,7, (1)

gdzie:
— nieobserwowalna zmienna s; , bedaca jednorodnym tancuchem Markowa
o N stanach i macierzy prawdopodobienstw przejscia P = lpl.j JNxN okresla

rezim, w jakim znajduje si¢ zmienna y, w chwili t
— zbidr @, zawiera wszystkie dostepne informacje dotyczace obserwowal-
nego procesu y; do chwili t wlacznie.
Macierz prawdopodobienstw przej$cia dla tancucha Markowa posiada na-
stepujace wlasnosci macierzy stochastyczne;j:
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Nalezy zauwazy¢, iz prawdopodobienstwo przej$cia (stanowiace elementy ma-
cierzy P) ze stanu i w chwili t-1 do stanu j w chwili t spetniaja wlasno$¢ Mar-
kowa:

py =Pr(s, =j/s, =0)=Pr(s, = j/s,; =0,8,_5 =i\_yr0sSy =1p) 3)
dla dowolnego t oraz dowolnego ciagu i, ..., i, nalezacego do przestrzeni sta-
néw tancucha Markowa.

Macierz P wykorzystywana jest do okreslenia zaleznosci pomig¢dzy rozktadami
bezwarunkowymi nieobserwowalnej zmiennej rezimowej s, w kolejnych okre-
sach:

N
Pr(s,, = j/®;;0)=Y p; -Pr(s,=i/®,;0) dlaj=1,2,..,N. 4)
i=1
Nastepnie definiuje si¢ warunkowa funkcje gestosci dla zmiennej obserwowal-
nej y

. 1 -y, )’ .
/s, =j,® _;0)= ex / dlaj=1,2,...N, (5
S /s, =7J,®,4;0) @aj pt g } dlaj Q)

gdzie wektor 0 =(u, W, 07,075, P11, P2) zawiera parametry modelu przetacz-
nikowego postaci (1), ktore nalezy oszacowac.

Z kolei warunkowa funkcja gestosci (5) okresla funkcje gestosci rozktadu bez-
warunkowego zmiennej yy:

N
fG /@, :0)= f(3.5,=1/D,,;0)=
i=1

N
D S5, =i ®,,;0)-Pr(s, =i/ D, ,30). (6)
i=1
Warunkowy rozktad zmiennej sterujacej zmianami rezimu s; mozna przedstawic
w postaci ilorazu tacznej funkcji gestosci y; i s, przez funkcje gestosci rozktadu
brzegowego:

S pssp =7/@,430)
FOy/D,_1:60)
f(yt/st :jaq)t—l;e)'Pr(Sz :j/CI)t_l;H)

N
DS /s =i ®,;0)-Pr(s, =i/ D, ,;0)
i1

dlaj=1,2, ..., N. Majac do dyspozycji obserwowalne dane dotyczace zmiennej

Vi, mozna wskaza¢ z okreslonym przez powyzszy szacunek prawdopodobien-

stwem, iz obserwacja w chwili t zostata wygenerowana w nieobserwowalnym

rezimie j. W zaleznos$ci od zakresu zbioru informacji @, w oparciu, o ktory

Pr(s, = j/y,, @, ;0)=

(7
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przeprowadza si¢ powyzsze wnioskowania mozna wyrdzni¢ dwa typy prawdo-

podobienstw okreslonych przez relacjg (7):

- prawdopodobienstwa filtrowane (filter probability) wyznaczane na podsta-
wie zbioru informacji ®,dla t <T

- prawdopodobienstwa wygladzone (smoothed probability) wyznaczane na
podstawie wszystkich informacji zawartych w probie statystycznej O

Aby moc wnioskowac na temat, ktory z rezimow generuje dang wartos¢ zmien-

nej obserwowalnej y; niezbgdne jest uzyskanie oszacowan wektora parame-

trow 0.

3. Estymacja parametrow przetgcznikowego modelu Markowa

Dysponujac obserwacjami zmiennej y; dla t =1, 2, ..., T mozna zbudowac
funkcje wiarygodnosci:
T
L3 yy0ypi0)= D log f (3, /D, :0), ®)

t=1
gdzie funkcje gestosci rozktadu bezwarunkowego zmiennej y; okresla (6).
Oceny wektora parametréw 6 mozna uzyska¢ m.in. metoda najwickszej wiary-
godnoséci w wyniku maksymalizacji wyrazenia (8), uwzgledniajac nastepujace
ograniczenia dotyczace elementow tego wektora:

N
D Pr(s, = j/®, ;0)=1, Pr(s,=j/®, ;;0)>0 dlaj=1,2,..,N. 9)

J=1

Udowodniono, iz ocena wektora parametrow € uzyskana metoda najwigkszej
wiarygodnos$ci stanowi rozwiazanie nastgpujacego systemu nieliniowych réw-
nan:

T
zyz 'PI‘(St :j/ytsq)t—l;é)
£y =" , (10)
> Pr(s, = j/,,®,,:0)
=1
Tt
> (v, —a,) Pr(s, = jl y,,®, :0)

2 _ =1
6; =

T , ()
ZPI‘(S[ :j/yt’cbt—l;é)

t=l1

T
p;=Pr(s, = jl/®,)=T"Y Pr(s, = j/y,,®,:0) (12)

t=1

dlaj=1,2,..,N.
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Jednym ze sposobow maksymalizacji skonstruowanej dla potrzeb przetacz-
nikowego modelu Markowa funkcji wiarygodnosci (8) jest zastosowanie odpo-
wiedniej wersji algorytmu Expectations Maximization, zaproponowanego pier-
wotnie przez Dempstera, Lairda, Rubina (1977)%. Zastosowanie algorytmu EM
do klasy modeli przetacznikowych wymaga wyprowadzenia zalezno$ci pomig-
dzy oszacowanymi na podstawie dostepnych informacji prawdopodobienstwa-
mi filtrowanymi, Ze obserwacja y, zostala wygenerowana prze rezim j (7), a wa-
runkami narzuconymi na parametry poprzez uktad réwnan wynikajacy z po-
trzeby maksymalizacji funkcji wiarygodnosci (8). Po ustaleniu warto$ci poczat-
kowych dla wszystkich parametréw modelu, w kazdej iteracji algorytmu EM
wykonywane sg dwa kroki. Pierwszy krok (expectations) polega na wyznacze-
niu prawdopodobienstw filtrowanych Pr(s, = j/y,,®,_;60)zgodnie z relacja

t—1°
(7). Krok drugi (maximization) prowadzi do wyznaczenia wektora parametréw
maksymalizujacego funkcj¢ wiarygodno$ci, co stanowi rozwigzanie systemu
nieliniowych rownan (10)—(12). Hamilton (1990) udowodnit, Zze ciag otrzyma-
nych w ten sposob oszacowan jest zbiezny do lokalnego maksimum funkcji
wiarygodnos$ci®.

4. Przetgcznikowy model Markowa dla kurséw wymiany ztotego

Przedmiotem badan bedzie heteroskedastyczny przetacznikowy model Mar-
kowa postaci (1), w ktorym zmienna s; oznacza dwustanowy tancuch Markowa:
s; = 1 oznacza stan (rezim) wysokiej zmiennosci kursu walutowego, natomiast
s¢ = 2 oznacza stan niskiej zmienno$ci kursu walutowego. Zatem przelaczniko-
wy model Markowa dostarcza informacji o $rednich poziomach logarytmicz-
nych stop zwrotu kurséw walutowych w zaleznosci od obowiazujacego rezimu
(parametry p; i W), wariancjach sktadnika losowego charakteryzujacych po-

szczegblne stany (parametry 012 i 0'22) oraz prawdopodobienstwach przejscia

ze stanu do stanu (parametry py; i p2).

Badania empiryczne zostaty przeprowadzone w oparciu o $rednie dzienne
notowania NBP kursu PLN/USD i PLN /CHF w okresie 02.01.1998 —
28.02.2005 oraz PLN/EUR w okresie 01.01.1999 — 28.02.2005. Estymacj¢ pa-
rametrow tego modelu przeprowadzono w pakiecie Ox wykorzystujac kody
programowe napisane przez Hamiltona:

Na podstawie wynikow zamieszczonych w tabeli 1 mozna wnioskowac¢, iz
warto$ci oczekiwane 1 wariancje przypisane odpowiednim stanom réznia si¢ od
siebie dla kazdego kursu walutowego. Przyktadowo wyniki uzyskane dla stop
zwrotu PLN/USD wskazuja, iz w rezimie wysokiej zmienno$ci kursu waluto-
wego $rednia dzienna stopa zwrotu z inwestycji w USD wynosi okoto 0,11%,

2 Por. Dempster A.P., Laird N.M., Rubin D.B., (1977), s. 1-38.
3 Por. Hamilton J. D., (1990), s. 39—70.
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co odpowiada deprecjacji ztotego, natomiast w rezimie niskiej zmiennosci ztoty
wzmacniat si¢ $rednio o 0,06% dziennie. Wariancja odpowiadajaca pierwszemu
rezimowi jest ponad czterokrotnie wyzsza od wariancji charakteryzujacej drugi
rezim, co uzasadnia wybor modelu przetacznikowego do opisu zachowania kur-
su PLN/USD. Nalezy zwroci¢ ponadto uwagg, iz prawdopodobienstwa utrzy-
mania si¢ stanéw wysokiej i niskiej zmiennosci sa wysokie, co odzwierciedla
efekt grupowania wariancji w szeregach stop zwrotu. Réznice w oszacowa-
niach parametrow dla poszczegdlnych walut moga wynika¢ z ich specyficznych

wlasnosci.

Tabela 1. Parametry przetacznikowego modelu Markowa

waluta PLN /EUR PLN /CHF PLN /USD

wektor 0 n=1558 n =1813 n =1813

W 0.173334 (0.0937124) 0.248328 (0.0831591) 0.108561 (0.054556)

1% -0.0339755 (0.015884) -0.0377841 (0.0162546) | -0.057882 (0.017087)

P 0.896028 (0.0342493) 0.88785 (0.0250588) 0.911902 (0.0247608)

P2 0.981794 (0.00577913) | 0.981469 (0.00491669) 0.964546 (0.010212)

o 1.71207 2.08652 1.11068
(0.247454) (0.194277) (0.137022)

622 0.290798 (0.0161122) 0.332519 (0.0152418) 0.248586 (0.0236443)

1 0.1490121 0.1418033 0.286956

P(s; = 1/D;0) 0.0942 0.0145 0.0345

P(sr = 1/®;0) 0.0169 0.0237 0.0837

Log lik -99.4226 -239.662 - 145.349

Zrédlo: Obliczenia whasne. W nawiasach podano bledy standardowe ocen parametréw modelu
oszacowane na podstawie drugich pochodnych logarytmu funkcji wiarygodnosci.

Tabela 2. Testy weryfikujace dynamiczna specyfikacj¢ przelacznikowego modelu Mar-

kowa
Test PLN /USD PLN/EUR PLN /CHF
Test White na autokorelacjeg 10.3457 10.535346 9.684355
Test White na efekt ARCH 9.529311 11.418597 12.974499
Test White na wlasno§¢ Markowa 3.91021 9.374302 11.970283
Test LM na autokorelacjg w rezimie 1 | 0.623541 2.818197 4.727319
Test LM na autokorelacj¢ w rezimie 2 | 0.025730 8.02875** 4.5622
Test LM na autokorelacjg na prze- | ) 9355¢ 10.105234%* | 7.655025%*
strzeni rezimow
Test LM na efekt ARCH 4.20014 3.767907 5.622368

Zrddfto: obliczenia wlasne, * *oznacza istotno§¢ wyniku na poziomie 1 %.

Nastepnie zastosowano testy weryfikujace dynamiczna specyfikacje modelu
przetacznikowego (por. Hamilton 1996):

Wyniki testow zamieszczonych w tabeli 2 potwierdzaja, iz reszty modelu
dla kursu PLN/USD spetniaja zalozenia biatego szumu, tzn. nie sa skorelowane
oraz sa homoskedastyczne, zar6wno w obrebie kazdego z rezimow, jak i na
przestrzeni rezimow. Test LM wskazuje na istotna autokorelacjg reszt na prze-
strzeni rezimow w przypadku kurséw PLN/EUR i PLN/CHF. Witasnos¢ Mar-
kowa jest spetniona dla kazdego rozwazanego kursu walutowego.



Przelqcznikowy model Markowa jako przykiad niestacjonarnego modelu kursu... 183

Na wykresie 1 przedstawiano logarytmiczne stopy zwrotu kursu PLN/USD

(lewa skala) na tle prawdopodobienstw wygladzonych przebywania procesu w
rezimie 1 (prawa skala):
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Wykres 1. Ksztattowanie si¢ logarytmicznych stop zwrotu kursu PLN/USD na tle

wygladzonych prawdopodobienstw osiagnigcia stanu wysokiej zmiennos$ci

Przetacznikowe modele Markowa moga opisywaé rozne typy zachowan
kursow walutowych (por. Engle, Hamilton 1990):

asymetri¢ w trwatosci poszczegdlnych rezimow; wzrost kursu walutowego
moze by¢ krotki, lecz gwattowny (faza deprecjacji waluty krajowej: para-
metr p, osiaga duza i dodatnia warto$¢, p;; — mata wartos¢), podczas gdy
spadek kursu ma charakter stopniowy i dtugotrwaly (faza aprecjacji waluty
krajowej: parametr p, osiaga ujemna i mata co do modutu wartos¢, py, —
wysoka warto$¢)

zmiany kursu walutowego w danym okresie moga by¢ catkowicie niezalez-
ne od rezimu generujacego wartosci procesu w poprzednim okresie, podob-
nie jak w procesie btadzenia losowego (pi; = 1 — p2)

efekt long swings, ktory polega na wystepowaniu przeplatajacych sig, dtu-
gotrwatych okreséw deprecjacji i aprecjacji waluty krajowej (parametry p i
L sa przeciwnych znakdéw oraz py; 1 p; maja wysokie wartosci).

Wyniki oszacowan parametrow modeli przetacznikowych dla kursow PLN
/USD, PLN/EUR i PLN/CHF potwierdzaja wystepowanie efektu long swings.
Wartosci prawdopodobienstw przejscia sa punktem wyjscia do wyznaczenia
sredniej dtugosci trwania okresow aprecjacji i deprecjacji kursu wymiany (por.

Marsh 2000) :

a= ! , (13)
1= py

d= ! , (14)
1-py

gdzie: a — $rednia dlugo$¢ trwania okresu aprecjacji

d — $rednia dtugos¢ trwania okresu deprecjacji.
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Tabela 3. Srednia dlugoé¢ trwania okresow aprecjacji i deprecjacji kursu walutowego

(w dniach)

Waluta Aprecjacja Deprecjacja
PLN/USD 28.20556214 11.35099548
PLN/EUR 54.92694716 9.617974070
PLN/CHF 53.96362851 8.916629514

Zrédio: obliczenia wlasne.

5. Podsumowanie

Przy modelowaniu krétkookresowych wahan kursu walutowego zwykle
wystepuje potrzeba uwzglednienia uwarunkowan typu losowego, czyli rezygna-
cja z fundamentalnych teorii kursu walutowego na rzecz modelowania probabi-
listycznego. Do gléwnych zalet modeli Markowa nalezy zaliczy¢:

- naleza one do klasy modeli nieliniowych

- modelowanie skokowych i bardzo duzych (co do wartosci bezwzglednej)
zmian w poziomie zmiennej ekonomicznej umozliwia tancuch Markowa,
ktory steruje zmianami rezimu, dzigki czemu proces moze przelaczaé si¢
gwaltownie

- mozliwo$¢ opisu dynamiki procesu w szerokim zakresie, poczawszy od
czestych i stosunkowo umiarkowanych zmian, a skonczywszy na rzadkich

1 gwattownych zmianach.

- rozklad zmiennej objasnianej w tym modelu jest mieszaning kilku rozkta-
doéw normalnych, a to nie implikuje zaleznosci, ze rozktad tej zmiennej jest
normalny.
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