DyNAMICZNE MODELE EKONOMETRYCZNE
IX OgoéInopolskie Seminarium Naukowe, 6-8 wrze$nia 2005 w Toruniu
Katedra Ekonometrii i Statystyki, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu

Piotr Fiszeder
Uniwersytet Mikolaja Kopernika w Toruniu

Modele zgodne dla procesow GARCH

1. Wprowadzenie

W 1981 roku Granger sformutowat ide¢ zgodnosci, jako podobienstwo do-
minujacych wlasnosci zmiennej objasnianej oraz dominujacych wlasnosci
zmiennych objasniajacych (zgodnos$¢ struktur harmonicznych). Zielinski (1984)
sformutowal koncepcje budowy dynamicznego modelu zgodnego. Przez zgod-
no$¢ modelu w sensie Zielinskiego rozumie si¢ zgodno$¢ harmonicznej struktu-
ry procesu objasnianego z taczna harmoniczna struktura proceséw objasniaja-
cych oraz procesu resztowego, ktory jest niezalezny od procesow objasniaja-
cych. Koncepcja dynamicznego modelowania zgodnego opiera si¢ na uwzgled-
nieniu na etapie specyfikacji modelu informacji o wewngtrznej strukturze bada-
nych proceséw i budowie dynamicznego modelu zgodnego na podstawie zalez-
nosci dla biatoszumowych sktadnikow resztowych. Jezeli poprawnie zostana
zidentyfikowane elementy wewngtrznej struktury wykorzystywanych proceséw
1 wyspecyfikowane w modelu pelnym, to modele budowane na podstawie pro-
cedury budowy zgodnego modelu dynamicznego sa na ogoét lepszymi modelami
pod wzgledem struktury przyczynowo-skutkowej, jak i pod wzgledem wlasno-
$ci statystyczno-prognostycznych. Wykorzystanie informacji o wewngtrznej
strukturze proces6w bylo rowniez podstawa koncepcji budowy modelu zrow-
nowazonego sformutowanej przez Grangera (1990).

W obu powyzszych koncepcjach modelowania nie wspomina si¢ o zgodno-
$ci dotyczacej warunkowych wariancji. W niniejszym artykule pojgcie zgodno-
$ci zostalo rozszerzone na wariancje warunkowe. Przez zgodnos¢ modelu w wa-
riancji warunkowej rozumie si¢ rOwno$¢ wariancji warunkowej zmiennej obja-
$nianej z wariancja warunkowa formy wazonej procesow objasniajacych i pro-
cesu resztowego. W niniejszym artykule zaktadamy, ze wszystkie procesy maja
stale 1 skonczone wariancje bezwarunkowe. Model jest zgodny w wariancji wa-
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runkowej, jezeli wariancja bezwarunkowa zmiennej objasnianej jest rOwna wa-
riancji bezwarunkowej formy wazonej proces6w objasniajacych i procesu resz-
towego oraz wystgpuje zgodnos¢ harmonicznej struktury kwadratu procesu ob-
jasnianego z harmoniczng struktura kwadratu formy wazonej proceséw obja-
$niajacych i procesu resztowego'.

Uktad artykulu jest nastepujacy. W czesci drugiej przedstawiono modele
zgodne w wariancji dla procesow GARCH. W czgsci trzeciej pokazano jakie
moga by¢ konsekwencje wykorzystywania modeli niezgodnych w wyzej poda-
nym sensie. Cz¢$¢ czwarta zawiera przyklady empiryczne dotyczace procesow
finansowych. Artykut koniczy podsumowanie.

2. Modele zgodne w wariancji warunkowej

Proces GARCH (p,q) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej formie:
gz‘Wt—lND(Oaht)a (1)

q )
h =a,+ Zaigtz—i + Zﬁjht—j ) 2

i=1 j=1

gdzie y,, oznacza zbidr wszystkich informacji dostgpnych w okresie -1, a
D (0,h,) oznacza okreslong posta¢ funkcji ggstosci prawdopodobienstwa (naj-
czesciej rozktad normalny lub t-Studenta) o wartosci oczekiwanej rownej zero
1 wariancji A,

Niech Evs Exy
GARCH (procesami o wartosci oczekiwanej rownej zero, statej wariancji brze-
gowej 1 pozbawione autokorelacji). Nastgpujacy model:

k
gyt zzpsgxst +gt’ (3)
s=1

(s=12,...,k) oraz & beda bialoszumowymi procesami

gdzie E(¢,,¢,,)=0, jest zgodny, poniewaz struktury harmoniczne lewej i pra-

wej strony roOwnania sg identyczne.
Jezeli ¢, jest procesem resztowym w modelu opisujacym wewngtrzng struktu-

r¢ zmiennej objasnianej, a €, procesami resztowymi w modelach opisujacych

wewngetrzng strukture zmiennych objasniajacych, to model zgodny mozna zbu-
dowa¢ w tradycyjny sposob uwzgledniajac w rownaniu (3) wewngtrzng struktu-
r¢ procesOw (patrz Talaga i Zielinski, 1986). Stopy zwrotu procesow finanso-
wych sa najczesciej stacjonarne, czgsto mozna je dobrze opisa¢ za pomoca mo-
deli autoregresyjnych o niskim rzedzie autoregres;ji.

! Pojecie zgodnosci modelu moze by¢ dalej rozszerzane na wyzsze momenty wa-
runkowe rozkladu.
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Powyzsze modele zgodne nie musza by¢ modelami zgodnymi w wariancji
warunkowej. Rozwazmy najpierw przykltad z jedna zmienna objasniajaca.
Niech ¢, 1 &, oznaczaja procesy GARCH odpowiednio o rzgdach:

vt

GARCH (p,,q,) 1 GARCH (p,,q,) . Jezeli procesy &

sami biatoszumowymi, to model:
£, =PE, TE “4)

s €y OTAZ &, Sa proce-

jest modelem zgodnym.

Model (4) jest modelem zgodnym w wariancji warunkowej, jezeli wariancja
bezwarunkowa &, jest rOwna wariancji bezwarunkowej pg,, + ¢, oraz zacho-
dzi zgodno$¢ struktury harmonicznej procesow 5)2,, oraz (pe,, +¢,)°, czyli je-
zeli nastgpujacy model:

gyz-t :ng,ft +2pgxtgt +‘912 (5
jest zgodny.

Rownos¢ wariancji bezwarunkowych ¢, 1 ps,, +¢&, powinna mie¢ miejsce
w kazdym modelu zgodnym w postaci (4).

Przyjmujac za v, =& — h,, model GARCH (p, ¢) mozna zapisaé w postaci mo-
delu ARMA (m.,p) dla &, gdzie m = max {p,q}. Wobec tego &, oraz 8;

mozna przedstawi¢ w formie:

) il ) Py ) Py
E€x =y +Zailgxt—i +Z € x1—j _Z WVWi—j TV (6)
i=1 j=1 j=1
) 9> ) 1) ) )2
Ey =yt Z“iz%—i + Z'Bﬂgyt—j - Zﬂﬂvyt—j TV (7
=1 j=1 j=1
gdzie v, , v,, sa procesami bialoszumowymi.

Struktura & bedzie zalezata od wewnetrznej struktury procesow 8; oraz
5?,. Wariancja warunkowa skladnika losowego &, w rownaniu (4) moze by¢
zatem opisana za pomocg modelu GARCH (p;,q;). Wartosci p, i g, beda za-

lezaty od charakteru zaleznosci pomigdzy 5)2,, i &2 oraz od whasnosci tych pro-

cesOw (wlasnosci procesdw powstajacych z sumowania proceséw autoregresyij-
nych mozna znalez¢ w pracach Kufel, Pitatowska i1 Zielinski, 1996, Stawicki i
Gorka, 1996). Jezeli By(u)Y,, = 4 (u)s, 1 B,(u)Y,, = 4,(u)¢,, sa niezalezny-
mi procesami typu ARMA o rzgdach rownych odpowiednio (p,,q,) oraz

(P1,9,) 10
Y, =Y, =Y, =By (u) 4y (u) &5, — B (u) 4, ()&, 3
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oraz
B, (u)B,(w)Y, = By (u)A4,(u)e,, — B, (u) 4, (u)éy, . ©

Zatem proces Y, jest processm ARMA (p,q), gdzie p=p, +p, 1
q=max(p,q,,P,q,) - Jezeli niektdre parametry sa zblizone do zera, to proces
moze zosta¢ zidentyfikowany jako proces o mniejszej liczbie opdznien. W
przypadku procesow finansowych dysponujemy na ogot duza liczba obserwacii,
dlatego Y, bedzie prawie zawsze identyfikowany jako proces typu ARMA.

Analogicznie, jezeli 8; i £, sa niezalezne, to wariancja &, w réwnaniu (4)
moze by¢ zapisana jako proces ARMA (p,q) .

Tylko prawidtowa specyfikacja modelu (4) oraz modelu GARCH dla ¢,
zapewnia zgodno$¢ modelu (4) w wariancji.

Podobne wnioski wynikaja z ogdlnego modelu dla & zmiennych objasnia-
Jacych w postaci (3), przy zalozeniu E(¢, ,,&, ,)=0. Jezeli zmienne objasnia-

‘X.Yt,
Jjace sa skorelowane, to wariancja &, bedzie zalezata rowniez od kowariancji
poszczeg6lnych zmiennych objasniajacych.

Warto zwroci¢ uwage, ze nie da si¢ wyprowadzi¢ klasycznego modelu
zgodnego miedzy procesami GARCH —¢, i ¢, na podstawie procesOw stan-

daryzowanych. Niech z,, z,, oraz z, beda standaryzowanymi procesami bia-

loszumowymi o statych wariancjach warunkowych:

z,=¢&,lh,, z,=¢&,lh,, z,=¢/h,. (10)
Nastepujacy model:
Zytzmw—'—zt (11)

jest modelem zgodnym. Podstawiajac (10) do rownania (11) i mnozac rOwnanie
przez h, otrzymujemy:

h h
&y =p—y’gx,+5th—y’. (12)

xt t

h ; h R :
Podstawiajac p—2" = p, oraz &, h—y’ = ¢, otrzymujemy model zgodny:
xt t

£y =P Ey+E, (13)
z losowym parametrem p, .
Oczywiscie istnieje klasyczny model zgodny migdzy procesami &, i hg;:’l ,
Xt yt

czyli migdzy procesem &, i odpowiednio standaryzowanym procesem &, .
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3. Eksploatacja modelu — modele zgodne w wariancji warunkowe;j

Zmienno$¢ jest waznym parametrem w wielu analizach finansowych, jak na
przyktad wycena instrumentéw pochodnych, wycena aktywow kapitalowych,
analiza przeptywu informacji pomiedzy réznymi rynkami czy instrumentami
finansowymi. Zmiennos$¢ wariancji warunkowej sktadnika losowego w modelu
(3) obniza efektywno$¢ estymatorow parametrow strukturalnych p, otrzyma-
nych metoda najmniejszych kwadratow, a macierz kowariancji estymatorow
o (X'X)™" jest nieodpowiednia. Wynik wnioskowania o istotno$ci parame-
trow p, moze by¢ w tej sytuacji btedny. Nalezatoby zatem zastosowa¢ metodg
estymacji odporng na zmienno$¢ wariancji lub opisa¢ bezposrednio w modelu
zmienng wariancj¢ warunkowa sktadnika losowego, na przyktad za pomoca
modelu GARCH lub SV. Jezeli model na podstawie, ktorego konstruowana jest
miara zmienno$ci nie jest zgodny w wariancji warunkowej, to szacunek warian-
cji bedzie najczesciej zanizony. Zgodnos$¢ modelu w wariancji jest zatem istotna
dla wszystkich analiz, w ktorych wykorzystywane sa prognozy zmiennosci.

Niech y, oznacza proces AR (r)-GARCH (p,q):

Vi=do+ D By +en (14)
i=1

6‘[‘ Via NN(Oahz)a (15)
q r

ho=a,+ Y ael + Y Bih . (16)

i=1 j=1
Szacunki wariancji y, konstruowane na podstawie wariancji warunkowej ¢,
beda zanizone, poniewaz nie uwzgledniaja zmiennosSci procesu autoregresyjne-
go. Prognozy wariancji ), konstruowane na podstawie wariancji warunkowej
&, beda natomiast niedoszacowane. Aby zachowaé¢ zgodno$¢ modelu (14) w
wariancji warunkowej szacunki wariancji warunkowej powinny zosta¢ skory-
gowane w nastgpujacy sposob:

hs, = (17)

r b
2
=29
i=1
gdzie ks, oznacza skorygowang warto$¢ wariancji warunkowej y,.

Podobnie szacunki wariancji warunkowej &, konstruowane na podstawie

wariancji warunkowej & w rownaniu (3) beda niedoszacowane, poniewaz zo-

staje  pominigta zmienno$¢ zmiennych objasniajacych ¢ Niech

Xt "
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E(e, ,,¢,,)=0. Skorygowana wartos¢ warunkowej wariancji ¢, dana jest
nastgpujaca formuta:
k
hs, =Y pih, +h,, (18)
s=1

gdzie h, (s=L2,..,k)oraz h, oznaczaja wariancje warunkowe odpowiednio
zmiennych objasniajacych i sktadnika losowego.
Jezeli model (3) nie bedzie zgodny w wariancji warunkowej, czyli & nie

2 .
1

uwzglednia wewngetrznej struktury &y gi’ (s =12,...,k), to szacunki warian-

cji warunkowej konstruowane na podstawie tego modelu beda niedoktadne
(niedoszacowane lub przeszacowane).

4. Przyktady empiryczne

Opisane powyzej zagadnienia zilustrowano na przykladzie rzeczywistych
procesow finansowych. Dzienne stopy zwrotu najstarszego indeksu charaktery-
zujacego GPW w Warszawie — indeksu WIG — mozna opisa¢ za pomoca mode-
lu AR(1)-GARCH(1,1). Wartosci r, p,q byly zawsze ustalane na podstawie
bayesowskiego kryterium informacyjnego. Do badania przyjgto najdluzszy
mozliwy okres, w ktéorym notowania odbywaty si¢ pie¢ razy w tygodniu (od 3
pazdziernika 1994 r. do 28 kwietnia 2005 r.). Oszacowany za pomoca metody
najwigkszej wiarygodnosci model zostat przedstawiony w tabeli 1.

Tabela 1. Model AR-GARCH dla indeksu WIG

$ox107* ¢ agx 107 oy By \
4.3196 0.1487 3.6820 0.0910 0.8971 8.1785
(2.5101) (0.0195) (1.1279) (0.0122) (0.0132) (1.1886)

W nawiasach pod ocenami parametréw podano $rednie btedy szacunku. Parametr v oznacza licz-
be stopni swobody w warunkowym rozktadzie t-Studenta.
Zrddlo: obliczenia wlasne.

Ocena wariancji brzegowej sktadnika losowego z modelu autoregresyjnego
wynosi 0,0003098, natomiast ocena wariancji brzegowej stop zwrotu indeksu
WIG roéwna jest 0,0003168. Zatem szacunek wariancji, jak i jej prognoza kon-
struowana na podstawie wariancji warunkowej &, w rownaniu (16) bgda niedo-

szacowane $rednio o 2,2%.

Koniunktura na Gietdzie Papierow Wartosciowych w Warszawie zalezy w
duzym stopniu od koniunktury na gietdzie w Nowym Jorku. Do badania wybra-
no indeks S&P 500. Stopy zwrotu indeksu S&P 500 sa pozbawione autokorela-
¢ji, a wariancje warunkowa najlepiej opisuje model GARCH(1,1). Notowania w
Nowym Jorku koncza si¢ po zamknigciu sesji na GPW w Warszawie, dlatego
inwestorzy moga zareagowa¢ na wydarzenia na NYSE dopiero nast¢pnego
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dnia. Stad pomigdzy indeksem WIG a indeksem S&P 500 wystepuje ,,natural-
ne” opoznienie czasowe. Oszacowany model przedstawia tabela 2.

Tabela 2. Model indeksu WIG z indeksem S&P 500

Gox10™ b1 ds&psoo 0px10° o B1 v
2.7713 0.1025 0.3312 3.9584 0.0955 0.8904 8.7340
(2.4508)  (0.0190)  (0.0218) (1.1785)  (0.0130)  (0.0142)  (1.3939)

W nawiasach pod ocenami parametréw podano $rednie btedy szacunku. Parametr v oznacza licz-
be stopni swobody w warunkowym rozktadzie t-Studenta.
Zrddlo: obliczenia wlasne.

Wariancj¢ warunkowa skladnika losowego najlepiej opisuje model
GARCH (1,1), a wigc struktura wariancji warunkowej jest prostsza, niz wynika-

loby to z formuty (9). Ocena wariancji brzegowej stop zwrotu indeksu WIG
wynosi 0,0003168, natomiast ocena wariancji brzegowej skladnika losowego
rowna jest 0,0002811. Szacunek wariancji, jak i jej prognoza konstruowana na
podstawie wariancji warunkowej dla modelu przedstawionego w tablicy 2 (na
podstawie wariancji warunkowej sktadnika losowego) beda niedoszacowane
srednio o 11,3%.

Pomigdzy wigkszo$cia indeksow notowanych na GPW w Warszawie istnie-
ja silne zaleznosci. Ponizej zbadano zalezno$ci pomigdzy stopa zwrotu indek-
sow TechWIG (charakteryzuje spo6tki z Segmentu Innowacyjnych Technologii)
1 WIG20 (charakteryzuje 20 spotek o najwigkszej wartosci rynkowej i najwigk-
szym obrocie). W tabeli 3 przedstawiono dwa modele oszacowane dla indeksu
TechWIG. Pierwszy model uwzglednia jedynie wewngtrzna strukturg procesu
stop zwrotu 1 jest to model AR(1)-GARCH(1,1). Drugi opisuje zalezno$¢ z in-
deksem WIG20. Wariancje warunkowe sktadnika losowego dla obu modeli zo-
staty przedstawione na rysunku 1.

Tabela 3. Modele dla indeksu TechWIG

hox10™ o) diwicro  Pawicao 0,px10° o8 Bs v
0.0606 0.0831 ) ) 1.2184 0.0628 0.9348 10.9809
(43739)  (0.0281) (0.8080)  (0.0124) (0.0114) (3.1284)

58655  0.1044  1.1346  -0.1115  3.1814 0.1033  0.8644  9.8751
(23147)  (0.0281) (0.0143) (0.0355) (0.8131)  (0.0184) (0.0182) (2.5621)

W nawiasach pod ocenami parametréw podano srednie btedy szacunku. Parametr v oznacza licz-
be stopni swobody w warunkowym rozktadzie t-Studenta.
Zrodto: obliczenia wlasne.

Wariancja warunkowa sktadnika resztowego dla modelu opisujacego zalezno$c¢
z indeksem WIG20 jest znacznie mniejsza niz wariancja warunkowa sktadnika
resztowego dla modelu opisujacego jedynie wewngtrzna strukturg procesu. Re-
gresja indeksu TechWIG wzgledem indeksu WIG20 spowodowata znaczne
zmniejszenie warunkowej wariancji sktadnika resztowego.
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Wykres 1. Wariancje warunkowe sktadnikow resztowych dla indeksu TechWIG

Wigkszos¢ zmiennosci indeksu TechWIG zostata wyjasniona przez zmienno$¢
indeksu WIG20, szczegbélnie w okresie od drugiej potowy 2000 r. do konca
2002 r. Zatem pomigdzy wariancjami indeksow TechWIG i WIG20 istnieje sil-
na zalezno$¢ jednoczesna.

5. Zakonczenie

W artykule rozszerzono pojecie zgodnos$ci modelu na wariancje warunko-
we. Pokazano jakie moga by¢ konsekwencje wykorzystywania modeli niezgod-
nych w wariancji oraz podano przyktady empiryczne dotyczace procesow fi-
nansowych.

Literatura

Granger, C. W. J. (1981), Some Properties of Time Series Data and their Use In
Econometric Model Specification, Journal of Econometrics, 16, 121-130.

Granger, C. W. J. (1990), Where Are the Controversies In Econometric Methodology?,
w: C. W. J Granger (red.), Modelling Economic Series, Clarendonpress, Oxford.

Kufel, T., Pitatowska, M., Zielinski, Z., (1996), Symulacyjna analiza poznawczych wta-
snosci dynamicznych modeli zgodnych, Przestrzenno-czasowe modelowanie i
prognozowanie zjawisk gospodarczych, AE, Krakow.

Stawicki, J., Gorka, J. (1996), An ARMA Representation for a Sum of Autoregressive
Processes, Dynamic Econometric Models, vol. 2, UMK, Torun.

Talaga, L., Zielinski, Z. (1986), Analiza spektralna w modelowaniu ekonometrycznym,
PWN, Warszawa.

Zielinski, Z. (1984), Zmienno$¢ w czasie strukturalnych parametrow modelu ekonome-
trycznego, Przeglqd Statystyczny, 31, 1/2, 135-148.



