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za pomoca proceséw SV*

1. Wprowadzenie

W analizie zjawisk finansowych bardzo wazna role odgrywa taczne mode-
lowanie zmiennosci kilku szeregow stop zmian (zwrotu) aktywow finansowych.
Dos$¢ powszechnie stosowane sa procesy typu ARCH oraz GARCH, w ktorych
macierz warunkowych kowariancji jest zdeterminowane przeszto$cig procesu
(zob. np. Bollerslev, Chou i Kroner (1992), Osiewalski i Pipien (2002, 2004)).
Inne podejscie do modelowania finansowych szeregéw czasowych polega na
traktowaniu kowariancji warunkowych jako zmiennych ukrytych. Definiuje si¢
wigc tzw. procesy zmiennos$ci (wariancji) stochastycznej (ang. stochastic volati-
lity process, stochastic variance process, SV), w ktorych, w odréznieniu od
procesow typu ARCH lub GARCH, wariancje i kowariancje warunkowe sa
procesami ukrytymi, niezdeterminowanymi przesztoscia. Niniejszy artykut jest
kontynuacja prac zwiazanych z bayesowskim poréwnaniem czterech réznych
specyfikacji dwuwymiarowych modeli SV (SDF, BSV, JSV, TSV, zob. Pajor
(2005b, 2005¢)). Rozwazane specyfikacje roznily sig liczba procesow ukrytych
opisujacych macierz warunkowej kowariancji oraz zalozeniami o wspotczynni-
ku warunkowej korelacji. Otrzymane wyniki empiryczne dla kurséw waluto-
wych (PLN/DEM i PLN/USD, 6.02.1996 — 31.12.2001) wskazaly na zdecydo-
wana przewage modeli o zmiennym warunkowym wspotczynniku korelacji
(czyli modeli TSV i JSV), przy czym model TSV, w ktéorym do opisu dynamiki
zaréwno warunkowych wariancji jak i kowariancji uzyto trzech proceséw ukry-

! Praca wykonana w ramach badan statutowych finansowanych przez AE w Krakowie w ro-
ku 2005. Autorka dzigkuje Profesorowi Jackowi Osiewalskiemu za cenne uwagi, ktdre przyczyni-
ty si¢ do powstania artykutu.
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tych, uzyskal najwigksze prawdopodobienstwo a posteriori. Natomiast modele o
stalym warunkowym wspotczynniku korelacji zostaty zdecydowane odrzucone
przez dane.

Glownym celem niniejszej pracy jest rozszerzenie przedstawionej uprzednio
klasy dwuwymiarowych modeli SV oraz bayesowskie poréwnanie mocy wyja-
$niajacej tych modeli w oparciu o czynniki Bayesa. W cze$ci drugiej pracy
przedstawiono modele bayesowskie bedace przedmiotem poréwnania. Ograni-
czono si¢ do modeli, ktére uzyskaly najwigksze prawdopodobienstwo a poste-
riori w poprzedniej analizie (zob. Pajor (2005¢)), oraz niektorych ich rozsze-
rzen. Przedstawione, w czgsci trzeciej, ogolne zasady bayesowskiego porow-
nywania modeli, zostana wykorzystane do poréwnania mocy wyjasniajacej
dwuwymiarowych modeli SV opisujacych zmiennos¢ notowan dolara amery-
kanskiego, marki niemieckiej i euro (czgs¢ 4). Czg$¢ piata zawiera uwagi kon-
cowe i podsumowanie.

2. Dwuwymiarowe modele SV

Niech {x,= (x15 x2,)', t=0, 1, ..., T} oznacza szereg czasowy cen aktywow
finansowych (w niniejszej pracy sa to notowania kursow walutowych). Loga-
rytmiczne stopy zmian {y,= (y14, y2.)', t=1, 2, ..., T}, obliczone wedlug formuly
(por. Campbell, Lo i MacKinlay (1997)):

v, =100In(x,, /x,, ), t=L1..,T,i=12, (1)
modelujemy przyjmujac strukturg VAR(1):

y,—-0=R(y,,-0)+¢&, t=,1,..,T 2)
czyli
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gdzie {&} jest dwuwymiarowym procesem SV. Ograniczamy si¢ do procesow
SV o warunkowym rozkfadzie normalnym, a wigc &, |©, ~ N(0,,,%,) , gdzie

0, jest wektorem zmiennych ukrytych. Przedstawione ponizej ro6zne specyfika-
cje modelu SV beda réznily si¢ zalozeniami o wektorze zmiennych ukrytych ®,
oraz struktura macierzy warunkowych kowariancji %,.

Aby rozwazane modele byly kompletne, konieczna jest specyfikacja rozkta-
déw a priori dla parametrow tych modeli. Dla parametrow ,,wspolnych”, a wigc
wektora @ = (0, , &, ri1, Fi2, 121, 722)' € RS przyjeto standardowy rozktad nor-
malny, uciety restrykcja, ze wektory wtasne macierzy R co do modulu sg mniej-
sze od jeden: @~ Ng(0, I)Ic(R), gdzie C = {R : warto$ci wlasne macierzy R co
do modutu sq mniejsze od 1}. Symbol N,(a, A) oznacza p-wymiarowy rozklad
normalny o wektorze $rednich a i macierzy kowariancji 4, Ic(-) jest funkcja cha-
rakterystyczna zbioru C.
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2.1. Model TSV

Definicja 1. Proces stochastyczny {&, t € Z} jest dwuwymiarowym proce-
sem TSV wtedy i tylko wtedy, gdy &, |©, ~ N0y 2,) > 2= L, G/ L/,

1 0 0
I- .G, = 911, ’
921 1 0 92

Ing,,, =y =du(ng, . —ri)+oumy,

Ingy, =70 =¢nngy, | —75)+ 0y,

92~ 7= ¢21(‘I21,t—1 _721)+‘7217721,t )
gdzie 17, = (1,515,570, 1 ~ TN O3y, 13), 0, =(411,592,,92,)' s T € Z,
Z=4{.,-2,-1,0,1,2,..}.

W definicji procesu TSV wykorzystano dekompozycje Choleskiego macie-
rzy Z, (zob. Tsay (2002)). Dekompozycje¢ ta gwarantuje dodatnia okreslonosc¢
macierzy X, bez naktadania dodatkowych restrykcji na parametry lub zmienne
ukryte. Wystarczyto przyjac jedynie, ze Ing;,, nie za$ bezposrednio zmienna
qii. (i=1,2), podlega procesowi autoregresyjnemu rz¢du pierwszego. Macierz
warunkowych kowariancji jest tutaj funkcja trzech zmiennych ukrytych ¢,
g2 421, -

3, = {0121’, 0'1221} :{ i1, ‘Il;,z%l,z . 3)

Oy Ony Q192 911,921 T 92,

Zatem proces ten charakteryzuje si¢ niezerowa, zmienna w czasie, stochastycz-
na warunkowa korelacja. W chwili ¢, podobnie jak wariancje warunkowe, jest
zmienng losowa, niezdeterminowana przesztoscia procesu:

G11,4921,

x/(‘]n,zq;l,z + 40,91,
Dla parametréw ,,swoistych” modelu TSV przyjmujemy nast¢pujace nieza-

lezne rozktady a priori (zob. Pajor (2005¢)): B ~ No(0, 100L)1.1,1(@)), Bin=%

$,)', o> ~IG(1, 0,005), Ing;;o ~ N1(0, 100), i,/ =1, 2, &> j, ga1,0 ~ Ni(0, 100).
Wektory £ (i, j=1, 2; i > j) majq a priori rozklady normalne ucigte na dru-

Py = )

giej wspotrzednej (aby proces TSV byt stacjonarny). Parametry a; G j=1,2;i

> j) maja odwrocony rozktad gamma, ktorego zardbwno wartosci $rednie, jak i
wariancja nie istnieja (por. jednowymiarowy model SV: Pajor (2003)). Symbol
1G(a, b) oznacza bowiem ggsto§¢ odwroconego rozktadu gamma ze S$rednia
bl(a-1) (dla a > 1) i wariancja b%/[(a-1)*(a-2)] (dla a > 2). Warto$ci poczatkowe
procesow {Ing;;,;} (i = 1, 2) oraz {q»,}, oznaczone odpowiednio przez Ing;,,
g>1.0, traktowane sa jako dodatkowe nieznane parametr modelu - przyjmujemy
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dla niech a priori rozktad normalny o zerowej wartosci oczekiwanej i wariancji
rownej 100.

2.2. Model JSV(2)

Zauwazmy, ze w modelu TSV wariancje warunkowe nie sa modelowane
symetrycznie. Warunkowa wariancja drugiej sktadowej procesu zalezy od wa-
runkowej wariancji pierwszej sktadowej. Kolejnos¢ modelowanych szeregow
czasowych moze wigc mie¢ wplyw na ,,moc wyjasniajaca” modelu oraz wnio-
skowanie o warunkowych wariancjach i kowariancji. W kolejnych rozwazanych
modelach wariancje warunkowe beda modelowane symetrycznie. Zaktadamy
teraz, ze zmiennymi ukrytymi sa wartosci wlasne macierzy warunkowych ko-
wariancji X;, zob. Pajor (2005¢). W definicji procesu JSV(2) wykorzystamy
bowiem twierdzenie Jordana o zmianie bazy (twierdzenie o tzw. postaci jorda-
nowskiej macierzy kwadratowej, zob. Gancarzewicz (1993)).

Definicja 2. Proces stochastyczny {&, t € Z} jest dwuwymiarowym proce-
sem JSV(2) wtedy i tylko wtedy, gdy &, [©, ~ N(0;p,,%,), X, =P AP,

A= O e e o
oo T e T
’ 11 11
ponadto

lnﬂ’l,t —7u= ¢11(lnﬂ"l,t—l _711)"‘0'11771,;:
Ind,), —yp=0n(ni,, , —yn)+onn,,
gdZie n, = (771,”772,[)’: n,~ iiN(0[2xl]’12): ®t = (ﬂ’l,t’ﬂ‘Z,t )'-

Macierz A, jest macierza diagonalng zawierajaca warto$ci wtasne macierzy
¥,, natomiast macierz P jest tzw. macierza przejécia z bazy kanonicznej” do ba-
zy Jordana (inaczej macierza sprowadzajaca X, do postaci diagonalnej). Jest to
macierz nieosobliwa, zawierajaca wektory wilasne Z,. Poniewaz macierz %, jest
symetryczna, dodatkowo zatozono, ze macierz P jest ortogonalna tzn. P'P=I,.
Macierz warunkowych kowariancji jest teraz definiowana za pomoca dwoch
procesow ukrytych i jednego parametru:

s = A1,1W121 +/12,;(1_W121) (A _/12,1)W11\/1_W121
t 2 2 2 :
(A, =AW 1=wip A, wi + 4, (1= w)

Warunkowy wspotczynnik korelacji jest postaci:

_ (ﬂ’lt - /12,;)W11\/1 - W121 (6)

Py = .
(G, =20, W (A= w2 + A A,

)

2 Baza kanoniczna w R%: ¢, = (1,0), eo=(0,1).
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Przyjmujemy nastgpujace rozktady a priori parametrow modelu JSV(2):
Biny ~ N2(0, 100 L) Ii10( i), By = (o D i)' o> ~ I1G(1, 0,005), Ink;o ~ N,(0,
100),i=1, 2, wy; ~U(0,1) (4. rozktad jednostajny na przedziale (0,1)).

2.3. Model JSV(3)

Naturalnym uogoélnieniem modelu JSV(2) jest uzmiennienie parametru wy.
Definicja 3. Proces stochastyczny {&, t € Z} jest dwuwymiarowym proce-
sem JSV(3) wtedy i tylko wtedy, gdy &, |©, ~ N(O[M],Z,) .Y, =P, AP,

A, _ |:A1z 0 :| P = Wll,z 1- lel,t

t 2
0 AZJ 1= Wit ~ Wiy
ponadto

Ind, =y, =¢,(n4, -y ) +om,

1n/12,; =V =¢p(ln /12,;71 —¥2) + 051,

In[w,,, /(1- Wit N=721 =95 (ln[Wn,H /(1- Wit,-1 N=7)+ Oy s
M= (o Ma)'s M~ BN Opaps 1), 0, = (45 Ay o Wy,)' -

Podobnie jak w modelu JSV(2) przyjmujemy nastepujace rozktady a priori:
B~ No(0, 100 L) Ier (), Bap = (3 ¢ )'s 0" ~ 1G(1, 0,005), InZo ~ Ni(0,
100), l,] :1, 2, lZ], ln[Wn‘o/(l— Wll,O)] ~ Nl(O, 100)

Liczba zmiennych ukrytych opisujacych elementy macierzy warunkowych
korelacji w modelu JSV(3) rowna liczbie zmiennych ukrytych wystepujacych w
modelu TSV (a wige trzy elementy macierzy X, sa opisane trzema procesami
ukrytymi). W przeciwienstwie do modelu TSV wariancje warunkowe sa tutaj
»traktowane” symetrycznie, a wigc nie ma znaczenia kolejnos¢ modelowanych
szeregdw czasowych.

3. Bayesowskie poréwnanie modeli

Na gruncie bayesowskim podstawowym kryterium poréwnawczym modeli
jest prawdopodobienstwo a posteriori modelu. Model, ktéry uzyska najwigksze
prawdopodobienstwo a posteriori ma najwigksza moc wyjasniajaca sposrod
rozwazanych modeli bayesowskich (dane najsilniej ,,przemawiaja” za tym mo-
delem). Zalozmy, ze {M,, M,, ... , M} (n € N) to kompletny zbioér modeli, pa-
rami wykluczajacych si¢. Niech y = (y1, y», ..., y7) 0zZnacza macierz obserwacji.
Niech ponadto p(M,), p(M,), ... , p(M,) beda prawdopodobienstwami a priori
tych modeli. Wowczas prawdopodobienstwa a posteriori sa rowne:
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P(M; | )= p(M)p(y M) p(M )p(y| M), i€ {l,2,...on},
Jj=1

gdzie p(y | M;) jest brzegowa gestoscia macierzy obserwacji w modelu M;.

Poréownujac modele parami wykorzystuje si¢ tzw. czynnik Bayesa:
Bij=p(y | M))/p(y | M)), ktory przy jednakowych prawdopodobienstwach a prio-
ri modeli jest rowny ilorazowi szans a posteriori: p(M;| y)/p(M;|y). Do oblicze-
nia warto$¢ brzegowej gestosci macierzy obserwacji stosujemy metody Monte
Carlo oparte na tancuchach Markowa (MCMC). Majac prébe pseudolosowa z
rozktadu a posteriori, warto§¢ brzegowej gestosci macierzy obserwacji jest
aproksymowana stosowna $rednia harmoniczna (zob. Newton i Raftery (1994),
Pajor (2005c¢)).

4. Wyniki empiryczne

Przedmiotem rozwazan sa dwa badane wcze$niej kursy walutowe PL-
N/USD i PLN/DEM (6.02.1996 — 31.12.2001, T = 1482) oraz PLN/USD i PL-
N/EUR (2.01.2002 — 31.12.2004, T = 758), a analiza ograniczona zostata do
procesdOw dwuwymiarowych o zmiennym warunkowym wspotczynniku korela-
cji. W niniejszej pracy rozwazamy cztery modele bayesowskie: TSVysp pem
(M) (odpowiednio TSVysp pur W przypadku kurséw PLN/USD i PLN/EUR) 1
TSVDEMfUSD (Mz) (OdeWiCdniO TSVEURfUSD), model JSV(2) (M3) 1 model
JSV(3) (M4) Modele TSVUSDiDEM (odpowiednio TSVUSDiEUR) 1 TSVDEMiUSD
(odpowiednio TSVeyr usp) 10Znia si¢ kolejnoscia modelowanych szeregéw cza-
sowych. W modelu TSVysp pem pierwsza skltadowa wektora y, odpowiada no-
towaniom dolara amerykanskiego, za$ druga sktadowa notowaniom marki nie-
mieckiej (tak jest rowniez w modelach JSV(2) i JSV(3)). W modelu TSV
pem usp kolejno$¢ modelowanych szeregdéw jest odwrotna. Natomiast w modelu
TSVuysp rur pierwsza skltadowa wektora y, odpowiada notowaniom dolara ame-
rykanskiego, za$ druga notowaniom euro.

Table 1. Logarytmy dziesigtne czynnikow Bayesa w stosunku do modelu JSV(3)

‘ 5 ‘ ) Logio (Bysv@) 1) Logio (Bisv) )
Model L‘czfﬁrp:"gﬁsow L‘fﬁ:&gfvra PLN/USD, PLN/DEM | PLN/USD, PLN/EUR
Yy (6.02.1996 —31.122001) | (2.01.2002 — 31.12.2004)
TSVuysp pem
- 3 18 5.326 0.400
(TSVUSD EUR)
TSVDEM USD
= 3 18 24.303 0.263
(TSVEUR USD)
JSV(2) 2 15 20.505 9.168
ISV(3) 3 13 0 0
SDF 1 12 97.370 21.078
BSV 2 14 128.487 47711

Zrédio: obliczenia wlasne
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Tabela 1 przedstawia logarytmy dziesigtne czynnikow Bayesa w stosunku
do modelu JSV(3)’. Dla poréwnania zamiesciliémy rowniez modele, ktore byly
rozwazane w naszych poprzednich pracach (SDF i BSV — o statym lub zero-
wym warunkowym wspotczynniku korelacji). Uzyskane wyniki pokazuja, ze
prawdopodobienstwo a posteriori modelu TSV zalezy od kolejnosci modelowa-
nych szeregéw. Model TSVygsp pem uzyskal prawdopodobienistwo a posteriori o
okoto 24 rzedy wielko$ci wyzsze niz model TSVpgy usp (dla danych z okresu:
6.02.1996 — 31.12.2001). Prawdopodobnie jest to spowodowane tym, ze zmien-
nos$¢ wariancji warunkowej stop zmian notowan marki niemieckiej (mierzona
kwadratem wspotczynnika zmiennosci CV, zob. Pajor (2003)) byta, w badanym
okresie, wyzsza niz warunkowej wariancji stop zmian notowan dolara amery-
kanskiego. Model TSV, w ktorym szereg charakteryzujacy si¢ mniejsza zmien-
no$cia wariancji warunkowej traktowany jest jako realizacja pierwszej sktado-
wej procesu, moze by¢ lepiej ,,dopasowany” do danych. Ponadto model TSV
pem usp jest mniej prawdopodobny a posteriori niz model JSV(2) (model z
dwoma procesami ukrytymi). Zatem nie tylko liczba procesow ukrytych wpty-
wa na prawdopodobienstwo a posteriori modelu, ale rowniez sposéb modelo-
wania macierzy warunkowych kowariancji. Najstabiej wypadaja modele o ze-
rowym lub statym warunkowym wspdtczynniku korelacji. W przypadku rozwa-
zanych danych najwigksza moc wyjasniajaca uzyskal model JSV(3), w ktorym,
podobnie jak w przypadku modelu TSV, macierz warunkowych kowariancji
opisana jest za pomoca trzech proceséw ukrytych. W przeciwienstwie do mode-
lu TSV wariancje warunkowe modelowane sa symetrycznie (nie ma znaczenia
kolejno$¢ modelowanych szeregow). Jednak uogodlnienie modelu JSV(3) na
przypadek wyzej niz dwuwymiarowy nie jest tak proste jak modelu TSV.

Znacznie mnigjsze roznice w logarytmach czynnikow Bayesa uzyskalismy
dla notowan dolara amerykanskiego i euro (dlugos¢ modelowanych szeregdw
jest w tym przypadku prawie o potowe krotsza, stad dane stabiej ,,opowiadaja
si¢" za danym modelem). Zmienit si¢ rowniez ranking modeli — najwigksza moc
wyjasniajaca maja modele z trzema procesami ukrytymi.

5. Podsumowanie

Celem pracy byta prezentacja i poréwnanie dwuwymiarowych procesow
wariancji stochastycznej (SV) w analizie zmiennosci i korelacji warunkowej fi-
nansowych szeregéow czasowych. Wyniki empiryczne, otrzymane w oparciu o
szereg dziennych stop zmian dolara amerykanskiego i marki niemieckiej
(6.02.1996 — 31.12.2001) oraz dolara amerykanskiego i euro (2.01.2002 —
31.12.2004) pokazatly, iz w modelowaniu zmiennosci dwdch szeregdw czaso-

3 Prezentowane wyniki otrzymano wykorzystujac metody MCMC — algorytm Gibbsa, we-
wnatrz ktérego stosowano algorytm Metropolisa i Hastingsa — wykonano 550000 losowan (cykli
Gibbsa), w tym 50000 cykli spalonych. Metody te sa oméwione w pracach: O’Hagan (1994),
Gamerman (1997), Jacquier, Polson i Rossi (1999), Tsay (2002), Pajor (2003, 2005a).
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wych bardzo wazne jest uwzglednienie niezerowego i zmiennego warunkowego
wspotczynnika korelacji. Zalezno$¢ migdzy badanymi szeregami czasowymi
najlepiej opisuja modele, ktore uwzgledniaja zmienna w czasie korelacjg wa-
runkowa oraz modele o liczbie zmiennych ukrytych réwnej liczbie réznych
elementéw macierzy warunkowych kowariancji tj. model TSV (z wlasciwa ko-
lejnoscia modelowanych szeregow), 1 ISV(3).
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