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1. Wprowadzenie

Celem artykulu jest prezentacja rezultatow zastosowania wnioskowania
bayesowskiego w prognozie warto$ci narazonej na ryzyko (ang. Value at Risk;
VaR). Prezentujemy wykorzystanie rozkladow predyktywnych do prognozy
VaR oraz pordéwnanie jako$ci prognoz wygenerowanych z réznych modeli
zmiennos$ci. Zastosowane zostana bayesowskie modele AR-GARCH(1,1) z
asymetriami o warunkowym sko$nym-¢ lub a-stabilnym rozktadzie prawdopo-
dobienstwa; por. Osiewalski i Pipien (2003) oraz Pipien (2005a i b). Rozwaza-
my takze modele stanowiace — na gruncie bayesowskim — reinterpretacje metod
szacowania Value-at-Risk, ktore wykorzystuje si¢ najczesciej w praktyce; por.
Rachev i1 Mittnik (2002), Jajuga, Kuziak, Papla i Rokita (2001). Celem badan
jest sprawdzenie, czy rozktady predyktywne dostarczaja adekwatnych i uzy-
tecznych prognoz VaR.

Jednym z podstawowych zastosowan Value-at-Risk jest okreSlenie ade-
kwatnosci kapitatowej, instytucji narazonychna ryzyko rynkowe, zgodnie z no-
wymi zaleceniami Bazylejskiego Komitetu do spraw Nadzoru Bankowego. W
niniejszym opracowaniu prezentujemy rezultaty szacunku rezerw kapitatowych
zwiazanych z ryzykiem walutowym kursu PLN/USD, ktore zostaty uzyskane z
réznych modeli zmienno$ci. W szczegdlnosci, ocenie zostaje poddana zdolnos¢
prognozowania rezerw przez modele GARCH oraz modele bayesowskie tech-
nik najczesciej stosowanych w praktyce.
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2. Predyktywne ujecie wartosci narazonej na ryzyko

Przy zaobserwowaniu (do chwili #) wektora logarytmicznych stop zmian
rozwazanego instrumentu y"=(y,.,...,y;) oraz dla wektora stop zmian podlegaja-
cych w chwili 7 prognozie y/=(y,s1,....ven), zatozmy, ze dysponujemy modelem
prébkowym badanego zjawiska zmiennosci stop y;:

t+n

POy IMO.n) =TTp0, IMoy,.0.0) .
J=

Po przyjeciu rozkladu a priori parametrow — p(6,7|M;) — zatd6zmy, ze niepew-
nos$¢ o parametrach modelu (6,7,), jak i wielkosciach prognozowanych rozwa-
zanego zjawiska opisuje model bayesowski M;:
0", 3| My, 0,m,)-p(6,17; |M).
Z tacznego rozktadu wielkosci obserwowalnych i parametréw mozemy uzyskac
rozktad y,.,, warunkowy wzgledem posiadanych w chwili ¢ danych (y(’)) oraz
modelu M, a wiec rozktad opisujacy niepewnos¢ co do wartosci stopy zmian w
przysztosci, p(y,+n|y(’),1\/l,~). Jest to rozktad brzegowy z tacznego rozktadu predyk-
tywnego wektora prognozowanych stop zwrotu y,(’)=(y,+1,...,y,+,,), danego formu-
la:
pOP 1Y M) = p(yY M, y",0,n)p@0,n,| ¥, M)d6dy, . (1)

Majac okreslony rozktad p(y.,[y,M;) definiujemy VaR/(a,n|M;) jako minus

kwantyl rzedu o
—VaRy (a,n|M7)

[P, 1Y M) = )

1 nazywamy predyktywna warto$cia narazona na ryzyko obliczona w chwili ¢
(warunkowo wzgledem 1) o poziomie istotnosci (tolerancji na strate) « i hory-
zoncie czasowym prognozy n. Wielkos$¢ VaR(a,n|M;) okresla maksymalna stra-
t¢ na warto$ci instrumentu o cenie x;, ktora ma szansg zaistnie¢ po n okresach
(od chwili ¢) z prawdopodobienstwem predyktywnym (w modelu M;) réwnym
a. WlasnoSci tak przyjetej definicji VaR opisuje Pipien (2005a i b).

Najwazniejszym wspotczesnym zastosowaniem koncepcji warto$ci narazo-
nej na ryzyko jest kontrola adekwatnos$ci kapitatowej instytucji finansowej. Za-
sady okreslania rezerw kapitatowych, opracowane przez Komitet Bazylejski,
umozliwiaja instytucji finansowej posiadanie wtasnego narzedzia (modelu) pro-
gnozy warto$ci narazonej na ryzyko (ang. internal model approach; por Hen-
dricks i Hirtle (1997), Rachev i Mittnik (2002)). Przepisy dostarczajq jedne;j,
znormalizowanej formuly na rezerwy kapitatowe, ktére w peini bazuja na pro-
gnozach VaR. Wykorzystujac koncepcjg predyktywnej warto$ci narazonej na
ryzyko, w chwili ¢, rezerwy C, sa okre$lone nastgpujaca formuta:

60
C =4 max{%ZVarH (0.01,10|M,), Var,(0.01,10|M,)}, 3)
i=1
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gdzie A4, jest stabo rosnaca funkcja o warto$ciach z przedziatu [3, 4] szczegodto-
wo opisana w pracach Hendricks i Hirtle (1997) oraz Pipien (2005a i b).

3. Ocena prognoz VaR

W badaniach empirycznych, w celu poréwnania jakosci prognoz VaR, wy-
korzystujemy test Kupca, ktdry jest oparty na nastgpujacej statystyce ilorazu
wiarygodnosci:

A o N , T+T'
LR=2In[(1-2) " S &®]1-2In[(1-a) "5 a®], =&, 4
(=T
gdzie @ to ocena prawdopodobienstwa sukcesu,
-~ S | TsT 5
o =—=—- ,
T'+1 T'+1 ,;5’ )

nastepujacej zmiennej losowej &
0 gdv y,,,2VaR(a,n|M;) z prawd. 1-a
g _{1 gdy y,.,<VaR(a,n|M;) z prawd. a.

Przy zadanym poziomie istotno$ci x%, moéwimy, ze model M; generuje ,,0d-
powiednie” prognozy Value-at-Risk (jest akceptowalnie odpowiedni; ang. ac-
ceptably accurate por. Kupiec 1995, Lopez 1999) jesli brak jest podstaw do od-
rzucenia Hy: & =a. Mozliwoé¢ odrzucenia Hy powoduje, iz — w ramach kryte-
rium Kupca — model generujacy prognozy Value-at-Risk jest ,,nicodpowiedni”
(ang. inaccurate; por. Kupiec 1995, Lopez 1999). Z Centralnego Twierdzenia
Granicznego zastosowanego dla ciagu zmiennych {&, =T,7+1,...,T+T'} uzysku-
jemy, iz:

«/T‘+1(T§ '(gt - a)j&w(o, a(l-a)). (6)

A zatem matoprébkowa ocena wariancji asymptotycznego rozktadu estymatora
(5) ma postac:
@(-@))

d* (@)= : 7
@) T'+1 )
co prowadzi do formuly na btad $redni szacunku parametru « :

- _a(l-a) ‘ 3)

@) NT'+1
Druga, mtodsza grupa metod ocen jakosci prognoz VaR wykorzystuje ujecie
decyzyjne. Analiza ex post prognoz warto$ci narazonej na ryzyko moze by¢
przeprowadzona przez zdefiniowanie funkcji, ktora okresla ex post stratg, zwia-
zang z przyjeciem w chwili ¢ — za poziom warto$ci narazonej na ryzyko — wiel-
kosci VaR/(a,n|M,); por. Lopez (1999).
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W badaniach wykorzystano trzy funkcje strat. Jako najprostszy przyktad
Lopez (1999) proponuje funkcje przyjmujaca wartosci jedynie 0 lub 1 (ang. Bi-
nary Loss, BL), w zaleznosci od tego, czy w chwili #+n nastapilo przekroczenie
czy tez nie:

f(i) _ 0 gdy yt+n ZVGRI(C(,}HM[)

t 1 gdy yt+n < VaRt ((Z,I’l | Mz)

Dodatkowo rozwazamy funkcje strat z punktu widzenia instytucji nadzorujace;j
(ang. Regulatory Loss, RL):

©)

ft(i) _ {0 , gy Vi, 2VaR (a,n|M;) (10)
I+, —VaR,(a,n|M}))"  gdy  y,., <VaR(a,n|M,),
oraz funkcjg strat firmy (ang Firm's Loss);
0 :{c-VaR,(a,nw,-) &y 2VaR@n M)
1+ (v, —VaRr,(a,n|M,))"  gdy y,, <VaR(a,n|M,),

gdzie parametr ¢>0 mierzy koszty utraconych korzysci (ang. opportunity costs;
por. Sarma, Thomas i Shah (2003)). Koszty te sa zwigzane z niewykorzysta-
niem tej czeSci kapitatu, ktora nalezy zamrozi¢ (na potrzeby zabezpieczenia
przed ryzykiem rynkowym) zgodnie z przyjeta prognoza wartos$ci narazonej na
ryzyko. Catkowita strate /' definiujemy w kazdym przypadku (9), (10) i (11)
jako sume O dla =T,T+1,..., T+T".

4. Konkurujgce modele zmiennosci

Wartos¢ narazona na ryzyko bgdziemy prognozowac wykorzystujac procesy
GARCH z asymetriami o warunkowym sko$nym rozktadzie ¢ (M,) lub rozkta-
dzie a-stabilnym (model M,), ktore szczegdlowo opisuje Osiewalski i Pipien
(2003) oraz Pipien (2004) i Pipien (2005a i b). A zatem jako pierwsze rozwazo-
ne zostang prognozy VaR(a,n|M,) oraz VaR(a,n|M,), gdzie:

—VaRy (a,n|M1)

j p(yz+n|y(t)’M1):a:

—00
oraz
—VaRy (a,n|M?2)

_[ p(yt+n|y(t)aM2):a‘

Analizie poddane zostana takze prognozy warto$ci narazonej na ryzyko
uzyskane w oparciu o modele M3 1 M,. Przyjgto w tych specyfikacjach, iz w
chwili t+n warunkowy (wzgledem calej przesztosci) rozklad dziennych stop
zmian jest rozkladem normalnym o statej i niezaleznej od tej przesziosci wa-
riancji 0. W modelu M3, do estymacji nieznanych parametréw, uzywa si¢ calej
zaobserwowanej przesztosci ('), zas w modelu M, wykorzystywany jest jedy-
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nie fragment tego szeregu Y"P=(y.s1,....»,), dla odpowiednio dobranego k. Uzy-
skane prognozy VaR(a,n|M;) oraz VaR(a,n|M,) takie, ze:
—VaRy (a,n|M3)

[ PG M) =a,

—00
oraz
—VaR; (a,n|M 4)

j p(yt+n|y(t’k)’M4)=a’

dla pewnych wartosci &, stanowia bayesowska reinterpretacje powszechnie sto-
sowanych w praktyce technik szacowania VaR, ktore opieraja si¢ na zatozeniu
normalno$ci rozktadu dziennych stép zmian; por. Jorion (1996), Best (2000),
Jajuga, Kuziak, Papla i Rokita (2001).

5. Rezultaty empiryczne

Jako zbidér danych rozwazono szereg dziennych logarytmicznych stop zmian
kursu walutowego PLN/USD w dniach od 05.02.1996 do 04.09.02 (T+7°=1657
obserwacji). Dla badanego szeregu czasowego dokonano, w kazdym z modeli,
zadania dziennej bayesowskiej aktualizacji rozktadow a posteriori i predyktyw-
nych. Startujac z szeregu danych y”, ktory zawierat jedynie =T=100 obserwa-
cji, dla kazdego ¢ od T do =T+T’=1657 obliczono rozktady a posteriori parame-
trow i rozktady predyktywne p(v..)'”,M;) dla n=1 oraz n=10. Rozklady te,
zgodnie z (2), stanowity zrodlo prognoz VaR(a,n|M;) oraz umozliwialy w dal-
szej kolejnosci szacunki rezerw kapitatowych zwiazanych z ryzykiem waluto-
wym C;; por. (3).

W pierwszej kolejnosci poddano ocenie ex post jednodniowe (n=1) progno-
zy Value-at-Risk wygenerowane przez rozwazane modele zmiennosci. Tabela 1
prezentuje rezultaty porownania wszystkich modeli, przy wykorzystaniu kryte-
riow prezentowanych w czgsci 3, dla @=0.01, 0.05 i1 0.1. Uzyskane rezultaty in-
formuja, iz kryterium Kupca silnie odrzuca rozwazane modele. Bardzo niskie
warto$ci prawdopodobienstw testowych testu LR wykluczaja w wielu przypad-
kach adekwatno$¢ prognoz Value-at-Risk przez rozwazane modele. Jako wyja-
tek pojawia si¢ relatywnie wysoka wartos¢ p-value dla My, k=30 dla &=0.01, dla
M; (a=0.05) oraz dla My, k=5 1 M5 (a=0.1).

Zaprezentowane w tabeli 1 rezultaty analizy funkcji strat zdecydowanie
wskazuja na oryginalny (odrebny od testéw Kupca i CTG) charakter kryteriow
ocen prognoz VaR, ktore sa oparte na analizie strat (BL, RL, FL). Duze rozpro-
szenie i splaszczenie jednodniowych rozktadoéw predyktywnych p(y.i|[y"”,Ms)
jest zasadniczym powodem, dla ktéorego M, generuje bardzo konserwatywne
prognozy warto$ci narazonej na ryzyko. W rozwazanym okresie model ten ma
zaledwie BL=3 przekroczenia dla ¢=0.01. Pozostale modele generuja, w rozwa-
zanym okresie prognozowania, wielokrotnie wigksza liczbg przekroczen. Dla
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kazdego poziomu « najgorszym (pod wzgledem strat BL) okazuje si¢ model M,
(AR-GARCH o warunkowym sko$nym rozktadzie #-Studenta).

Funkcja strat RL dostarcza rankingu rozwazanych specyfikacji, ktory nie-
znacznie zmienia si¢ wraz ze zmianami warto$ci prawdopodobienstwa a. O ile
nie ma watpliwosci, iz proces GARCH o warunkowym rozktadzie a-stabilnym
generuje najnizsza strat¢ RL w przypadku kazdej z rozwazanych wartosci «, to
pozycja pozostatych modeli w rankingu zmienia si¢ (przy zmianach ¢). Z punk-
tu widzenia instytucji nadzorujacej (stosujacej RL do oceny modeli wewngtrz-
nych stosowanych w firmach do oceny ekspozycji na ryzyko) model M, jest
zawsze oceniany najlepiej.

Funkcja strat FL, uwzgledniajaca koszty utraconych korzysci zwiazane z
prognoza VaR, dostarcza zupelie innego rankingu rozwazanych specyfikacji.
Pod wzgledem FL, pozycja kazdego modelu jest odporna na zmiany w pozio-
mie prawdopodobienstwa . Sprawdzono dodatkowo, iz ranking ten jest takze
obojetny na zmiany w wartosciach wspdlczynnika ¢>0, ktory okresla koszty
utraconych korzysci. Z punktu widzenia instytucji stosujacej rozwazane modele
w prognozie VaR, najlepiej ocenianym jest model M,. Pomimo duzej (najwigk-
szej) liczby przekroczen model ten, dla wszystkich rozwazanych wartosci
generuje tacznie najnizsze koszty utraconych korzys$ci i najnizsze straty w sytu-
acji przekroczenia. Dodatkowo, funkcja strat FL silnie penalizuje konserwa-
tyzm prognoz uzyskanych w modelu M.

W kazdym z modeli M;, M,, M;, M,, dla k=5 i1 k=30, uzyskano prognoze
VaR(0.01,10|M;) dla =350,...,1567. Na podstawie otrzymanych dziesigcio-
dniowych ocen VaR okre§lono rezerwy kapitatowe C;, zgodnie z formula (3).
Tabele 2 oraz 3 zawieraja wykresy wartosci rezerw obowiazkowych C,
(£=350,...,1657) oraz wykresy wartosci wspotczynnika proporcjonalnosci A4;;
por. (3) (=350,...,1657) dla wszystkich rozwazanych specyfikacji modelowych.
Zamieszczone w ostatnim wierszu tabel wykresy zaobserwowanych dziennych
stop zmian umozliwiaja oceng stopnia wrazliwosci C, oraz 4, na naptyw no-
wych obserwacji do zbioré6w danych.

Prognozy obowiazkowych rezerw kapitatowych C, sa — w modelach M, i M,
— w podobny sposdb wrazliwe na naptyw nowych obserwacji. Wspotczynnik
korelacji pomiedzy szeregami C;; =350,...,1657 uzyskanymi w tych modelach
wynosi 0.65. Zasadnicze r6znice w mechanizmie generowania prognoz C; przez
M, oraz M, kryja sig w przebiegu wspotczynnika proporcjonalnosci 4,. Wykre-
sy A4, dla M, oraz M, zostaly zamieszczone w drugiej kolumnie tabeli 2. Model
M,, generujac niezwykle konserwatywne prognozy VaR,(0.01,10[M;), pozostaje
przez caty okres =350,...,1657 w bezpiecznej strefie. Zatem wspolczynnik pro-
porcjonalnosci A, dla M, wynosi trzy w calym rozwazanym okresie progno-
stycznym. Zdecydowanie inaczej zachowuje si¢ model M. Poczatkowo (dla
=350 do okoto 820) ilos¢ przekroczen jest w tym modelu tak duza, iz 4,, osia-
gajac warto$¢ 4, sytuuje te¢ specyfikacje w strefie podwyzszonego ryzyka (red
zone). Dla ¢ od 800 do okoto 1100 ilo$¢ przekroczen w M, zdecydowanie spada.
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Powoduje to, iz model ten na krotko trafia w bezpieczna strefg (green zone). Do
konca rozwazanego okresu prognozowania duza liczba przekroczen powoduje
zawyzenie wspoOtczynnika proporcjonalnosci 4, (wzgledem niskiej warto$ci
uzyskanej w modelu M>).

W tabeli 3 zaprezentowano rezultaty prognoz rezerw kapitalowych, ktore
uzyskano w modelach M; oraz M,. Rezultaty wyraznie wskazuja na powazne
roznice w prognozowanych wartosciach C; w modelu z normalnym sktadnikiem
losowym, ze wzgledu na ilo$¢ obserwacji stanowiacych baze dla funkcji wiary-
godnos$ci. Wrazliwo$¢ dynamiki C, na naplyw nowych obserwacji maleje wraz
ze wzrostem k (w modelach My). Zamieszczone w tabeli 3 wykresy wspotczyn-
nika proporcjonalno$ci 4, informuja, iz modele M; oraz M, zachowuja sig r6z-
nie pod wzgledem ilosci przekroczen. Czynnik 4, — a tym samym ocena modelu
w zakresie bezpieczenstwa stosowania jego prognoz VaR — jest najbardziej
zmienny w modelu My, dla k&=5. W przypadku modelu M., dla /=30, czynnik A4,
jest mato zmienny i raczej przyjmuje wartosci bliskie 3. Model M; osiaga strefe
podwyzszonego ryzyka (red zone) jedynie dla ¢ od 620 do 900; por. Rysunek F
w tabeli 3.
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Tabela 1. Ocena ex post jakosci prognoz VaR (e, 1\?,M;) dla ¢=0.01, 0.051 0.1

a d(@)  p-valuel BL RL FL (c=1)
a=0.01
M, 0.0334  0.0046 1.40e-7 52 266.11 2010.88
M, 0.0020  0.0011 1.81e-13 3 125.11 3481.88
My k=30 00173  0.0033 0.0133 27 258.80 244211
M,; k=5 0.0308  0.0044 1.00e-6 48 281.76 2339.58
M; 0.0205  0.0040 0.0017 32 297.48 2120.62
a=0.05
M, 0.0802  0.0069 5.60e-6 125 408.92 1573.55
M, 0.0154  0.0031 <le-18 24 250.36 2244.90
My k=30 0.0353  0.0047 8.34¢-4 55 294.70 1830.55
M,; k=5 0.0629  0.0065 0.0180 98 344.42 1806.10
M; 0.0539  0.0057 0.2469 84 436.02 1678.79
a=0.1
M, 0.1444  0.0089 3.06¢-7 225 509.71 1333.86
M, 0.0424  0.0051 <le-18 66 388.51 1813.80
Mg k=30  0.0738  0.0066 3.86¢-5 115 442.08 1602.86
My; k=5 0.0950  0.0074 0.0250 148 413.28 1549.46
M; 0.9031  0.0074 0.1732 145 504.22 1430.73

Zrédio: obliczenia wlasne.

Tabela 2. Wymagane rezerwy kapitatowe C, (+=100,...,1657) oraz wspotczynnik propor-
cjonalnosci 4, uzyskane w modelach M, i M,

Ct At
Rys. A. (M) Rys. B. (M)
Rys. C. (M) Rys. D. (M>)

3
10 20 30 40 S0 600 700 B0 90 1000 1100 1200 100 1400 1500 1600 100 200 300 40 S0 600 700 &0 90 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600
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Tabela 3. Wymagane rezerwy kapitalowe C, (=100,...,1657) oraz wspotczynnik propor-
cjonalnosci 4, uzyskane w modelach M; i M,

Ct At

Rys. A. (My; k=30) Rys. B. (My; k=30)

8 4
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2
‘ |
3
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Rys. C. (My; k=5) Rys. D. (My; k=5)

0 3
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