DYNAMICZNE MODELE EKONOMETRYCZNE
IX OgoéInopolskie Seminarium Naukowe, 6-8 wrze$nia 2005 w Toruniu
Katedra Ekonometrii i Statystyki, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu

Katarzyna Kuziak
Akademia Ekonomiczna im. Oskara Langego we Wroctawiu

Ryzyko modelu w wycenie opcji indeksowych

1. Wprowadzenie

Celem artykulu zwrocenie uwagi na wykorzystanie modelu wyceny w usta-
laniu wartosci opcji indeksowych. W artykule przedstawiona zostanie istota ry-
zyka modelu, rodzaje i zrodla jego powstawania. Pokazane zostana przyktady
empiryczne.

2. Ryzyko modelu

Ogodlnie, w procesie budowy modelu (nie tylko w przypadku modelu wyce-
ny opcji indeksowych) wyrdznia si¢ nastepujace cztery podstawowe etapy:
1. Specyfikacja.
2. Okreslenie zbioru danych.
3. Estymacja parametrow.
4. Weryfikacja.
Na kazdym z tych etapéw moze powstac¢ ryzyko modelu, jednak jesli chodzi o
model wyceny opcji indeksowych, etapami najbardziej narazonym na powstanie
ryzyka modelu jest etap estymacji parametrow i etap specyfikacji. W tym przy-
padku najwigkszym problemem jest oszacowanie parametru zmiennosci ceny
indeksu podstawowego (indeksu gietldowego). Wykorzystujac do wyceny opcji
indeksowej klasyczny model Blacka-Scholesa-Mertona mozna uprosci¢ wyceng
do zagadnienia oszacowania parametru zmiennosci. Model Blacka-Scholesa-
Mertona zaklada rozktad normalny stop zwrotu indeksu, zatem parametr
zmiennosci jest szacowany jako odchylenie standardowe. Jesli jednak proces
stopy zwrotu nie podlega rozkladowi normalnemu, a ma to czgsto miejsce,
wowczas wyznaczenie wartosci opcji z tego modelu jest obarczone bigdem.



76 Katarzyna Kuziak

Ryzyko modelu moze by¢ roznie definiowane — jest to potencjalna mozli-
wos$¢ poniesienia straty w wyniku zastosowania ztego modelu do wyceny in-
strumentu finansowego lub pomiaru ryzyka (zaktadamy, ze model wykorzysty-
wany jest w sposob poprawny) (D. Gatarek, 2002). Bardziej ogélnie mozemy
stwierdzi¢, ze pojawia si¢ wowczas, gdy opisywany w sposob formalny i po-
prawny fragment rzeczywistosci — model — oddala si¢ od rzeczywistosci ge-
nerujac straty. Dla potrzeb tego artykutu przyjmiemy, ze ryzyko modelu bedzie
tym ryzykiem, ktore powstaje w procesie budowy modelu. Zatem elementarny
btad w wykorzystaniu modelu, bedzie tzw. ryzykiem operacyjnym, a nie ryzy-
kiem modelu.

Grupy zrédet ryzyka modelu mozna podzieli¢ na:

1) finansowe,

2) techniczne,

3) statystyczne.

W grupie zrédet finansowych mozna wyr6zni¢ brak ptynnosci, nieuwzglednie-
nie kosztow transakcyjnych, nieuwzglednienie bid-ask spredow, wybor ceny do
analiz (cena zamknigcia, cena transakcji, §rednia cena).

Natomiast wsrdd zroédet technicznych mozna wyr6znié niewystarczajaca liczbe
powtorzen w symulacjach, btedy przyblizen, ograniczone przedzialty wazno$ci
rozwiazan.

W niniejszym artykule zwrocimy uwage jedynie na statystyczne zrodta ry-
zyka modelu. Do tych zZroédet zaliczy¢ mozna przede wszystkim:
1) Bledy estymacji modelu pojawiajace si¢ wskutek, np.:
- roznych technik estymacji,
- bledow w estymacji parametroéw,
- bledow wynikajacych z dyskretyzacji,
- istnienia obserwacji nietypowych,
- nieodpowiedniej liczby obserwacji,
wykorzystania danych o nieodpowiedniej czgstotliwosci;
2) Blenq specyfikacje modelu, bedaca wynikiem, np.:
- bledéw w rozwiazaniu analitycznym,
- blednej specyfikacji procesu ksztattujacego stopg zwrotu (warto$¢) in-
strumentu finansowego,
- pominigcia istotnego czynnika.

Na przyktad btad estymacji moze dotyczy¢ przypadku szacowania parame-
tru zmienno$ci dlatego, ze zmienno$¢ moze zosta¢ oszacowana:

- jako zmienno$¢ historyczna (np. modele z grupy GARCH),

- jako zmienno$¢ implikowana.
Na przyktad btad specyfikacji procesu ksztattujacego stopg zwrotu instrumentu
finansowego w modelu Blacka-Scholesa-Mertona moze pojawi¢ si¢ w przypad-
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ku przyjgcia zalozenia dla procesu stopy zwrotu instrumentu podstawowego in-
nego, niz geometryczny ruch Browna, np.:
- geometrycznego ruchu Browna ze sktadnikiem losowym o rozktadzie
innym niz normalny,
- procesu Ornsteina-Uhlenbecka,
- procesu skoku-dyfuzji (jump-diffusion).

3. Przyktady ryzyka modelu

Ilustracja zagadnienia ryzyka modelu na przyktadzie wyceny opcji indek-
sowej, ktorej zrodtem bedzie zta specyfikacja procesu stochastycznego ksztattu-
jacego stope zwrotu oraz zrodto ryzyka modelu, jakim jest btad estymacji mo-
delu pojawiajacy si¢ wskutek nieodpowiedniej liczby obserwacji zostanie
przedstawione na przykladzie modelu wyceny opcji na indeks gietdowy
WIG20.

W pierwszym przykladzie w modelu wyceny opcji na indeks WIG20 roz-
wazone zostang nastgpujace procesy dla stop zwrotu r, indeksu w trzech mode-
lach wyceny opcji indeksowe;:

1) Model Blacka-Scholesa-Mertona (BSM):

r,= At + O'\/EEZ

g, ~N(0.,1)
gdzie: i - oznacza oczekiwana stope zwrotu,

o - zmienno$¢ (odchylenie standardowe stopy zwrotu).

Proces ten zaklada stala zmienno$¢ w czasie.
2) Model Constant Elasticity Variance (CEV):

r, = pAt + oS Ate,
£ ~N(0,)

gdzie: u - oznacza oczekiwang stopg zwrotu,
08" — zmiennos¢.
Proces ten zaktada stalg elastyczno$¢ wariancji, jest wykorzystywany do mode-
lowania heteroskedastycznosci.
3) Podejscie zaprezentowane przez Duana z procesem AR(1)-GJR-
GARCH(1,1)":

n=HT@h T E
- 2
h=o+(a+a’l, e +ph.

"' W dalszej czesci podejscie zaproponowane przez Duana z procesem AR(1)-GJR-
GARCH(1,1) oznaczone bedzie skrotem GJR-GARCH.
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gdzie: u, ¢, a, o, B, @ - parametry procesu stop zwrotu,

h — warunkowa wariancja,

V' — bezwarunkowa wariancja procesu (dtugoterminowa wariancja procesu).
Proces ten umozliwia uwzglednienie grubych ogonéw rozkladéw, skupiania
zmiennosci, autokorelacji stop zwrotu oraz efektu dzwigni (asymetrycznej reak-
cji inwestoréw na dobre 1 zte wiadomosci).

Parametry trzech wyréznionych, ze wzgledu na mozliwosci modelowania
roznych efektow, proceséw stop zwrotu indeksu WIG20 (geometryczny ruch
Browna — GBM, proces ze stala elastyczno$cia wariancji — CEV oraz warun-
kowej wariancji — AR(1)-GJR-GARCH(1,1)) zostaly oszacowane, a wyniki es-
tymacji zawiera tabela 1. Dlugoterminowa wariancja } procesu AR(1)-GJR-
GARCH(1,1) indeksu WIG20 wynosi 0,3165.

Tabela 1. Oszacowania parametrow procesu dziennych logarytmicznych stop zwrotu
indeksu WIG20 z okresu 14.04.1994-31.01.2005

Model Parametry

GBM 1=0.0000
5=0.3403

CEV 1=0.0002
5=10.8853
0=0.5166

GJR-GARCH pn=0.00047 $=0.0888
®=0.00001 =0.8727
0=0.08395 o =0.0390

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Oszacowania parametréw wyroznionych procesoOw zostaty wykorzystane do
wyceny opcji. W modelu BSM i CEV wyceny opcji znana jest posta¢ analitycz-
na modelu, natomiast w przypadku trzeciego modelu nie ma postaci analitycz-
nej modelu (warto$¢ opcji jest ustalana za pomoca symulacji Monte Carlo me-
toda zaproponowana w pracy (Duan 1995)).

Otrzymano cztery grupy wartosci opcji — wynikajaca z przyjecia procesu
AR(1)-GJR-GARCH(1,1), modelu BSM i modelu BSM* (w ktérym uwzgled-
niono dhugoterminowa zmiennos$¢ ¥ z modelu AR(1)-GJR-GARCH(1,1)) oraz
CEV. Wyniki wyceny dwoéch rodzajow opcji kupna, wygasajacych 18.03.05
(OW20CS5) 1 17.06.05 (OW20F5) dla roznych kursow wykonania na dzien
1.02.2005 przedstawione zostaty w tabeli 2.
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Tabela 2. Wartosci opcji o roznych cenach wykonania i dla r6znych proceséw stop

zwrotu

Opcja GJR-GARCH BSM BSM* CEV

OW20C5170 242.6110 258.3358 253.5658 236.5950
OW20C5180 160.9301 186.0766 179.5098 155.2345
OW20C5190 95.4889 127.4906 119.8645 90.8445
OW20C5200 49.8800 83.0491 75.3892 46.5712
OW20C5210 23.4785 51.4922 44.6983 20.6536
OW20F5180 248.4240 276.6995 264.8119 216.8410
OW20F5190 190.7926 223.2823 210.3420 157.5775
OW20F5200 143.2709 177.9820 164.5897 109.9640
OW20F5210 104.9796 140.2658 126.9940 73.5856

Zrédio: obliczenia wlasne.

Najwigksza roznica w warto$ciach opcji we wszystkich przypadkach jest
widoczna migdzy modelem BSM i modelem CEV. Wynika to z przyjecia zalo-
zenia statej wariancji i warto$ci oczekiwanej stop zwrotu w modelu BSM (tzn.
stopy zwrotu w kolejnych dniach pochodza z identycznych rozkladéw), a w
modelu CEV statej elastycznosci wariancji i wartosci oczekiwanej stop zwrotu
(czyli w tym przypadku wariancja zalezy od poziomu ceny).

Z oczywistych wzgledow warto$ci opcji uzyskane z modelu BSM i BSM*
(w ktorym przyjeto dlugoterminowa zmiennos$¢ V' z procesu AR(1)-GJR-
GARCH(1,1)) sa zblizone. Zblizone warto$ci sa roOwniez migdzy modelami
GJR-GARCH i CEV. Wynika to z faktu, ze oba modele opisuja zmienng w cza-
sie wariancj¢, uwzgledniajac w odmienny sposob efekt dzwigni. Dodatkowo w
model GJR-GARCH modeluje efekt powrotu do sredniego poziomu wariancji
V, a warto$¢ opcji zalezy od chwilowej wariancji w dniu wyceny (ktéra jest wa-
runkiem poczatkowym podczas symulowania trajektorii procesu cen w meto-
dzie Monte Carlo).

W drugim przykladzie zilustrowane zostanie ryzyko modelu pojawiajace
si¢ wskutek zlej specyfikacji procesu stochastycznego ksztattujacego stope
zwrotu WIG20:

1) geometrycznego ruchu Browna,
2) CEV,
3) AR(1)-GJR-GARCH(1,1).

Na podstawie analizy dopasowania procesow do opisu ksztaltowania stopy
zwrotu indeksu WIG20 wybrany zostal model AR(1)-GJR-GARCH(1,1). Na-
stepnie wysymulowany zostat proces stopy zwrotu indeksu WIG20 dla oszaco-
wan parametrow z procesu GJR-GARCH i wycenione zostaty opcje indeksowe
za pomoca dwoch pozostatych modeli.
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W wycenie hipotetycznej opcji kupna wystawionej na indeks WIG20 przy-
jeto nastepujace zatozenia: poziom indeksu WIG20 1800 pkt, stopa wolna od
ryzyka 5%, dlugos¢ do terminu wygasnigcia 60 dni, $rednia stopa dywidendy 0.
Wykonano 500 000 powtorzen w metodzie Monte Carlo dla r6znych cen wyko-
nania: 1700, 1750, 1800, 1850 i 1900. W tabeli 3 zostaly podane wyniki wyce-
ny — prawidlowej, tj. z modelu GJR-GARCH oraz nieprawidlowej, tj. na pod-
stawie blednie wyspecyfikowanego procesu stochastycznego stopy zwrotu w
modelu BSM i zmodyfikowanego BSM*, w ktérym przyjgto dtugoterminowa
zmiennos$¢ V z procesu GJIR-GARCH oraz modelu CEV.

Tabela 3. Wartosci opcji dla r6znych cen wykonania i réznych proceséw stop zwrotu

Ceny wykonania
1700 1750 1800 1850 1900
GJR-GARCH 182.2399 151.4496 124.6958 101.3628 81.1037
CEV 182.0524 152.7487 126.7754 104.0842 84.5418
BSM 184.4413 154.9181 128.7521 105.8929 86.2028
BSM* 186.0785 156.6768 130.5835 107.7463 88.0297

Zrédio: obliczenia wlasne.

Pogrubiong czcionka zaznaczone sa wyniki najblizsze warto§ciom opcji z
procesem GJR-GARCH. Wida¢, ze wyniki z modelu CEV sg najblizsze wyni-
kom GJR-GARCH dla kazdej wyr6znionej ceny wykonania (oba modele opisu-
ja efekt dzwigni). Jednak, jezeli przyjmiemy nieprawidtowy proces stopy zwro-
tu (tutaj np. GBM) réznice w wynikach wartosci opcji moga by¢ znaczace (sa to
roznice dla jednej opcji, a podmioty czesto posiadaja portfele).

W trzecim przykladzie przeanalizowano réznice w wartosciach opcji, gdy
wysymulowany zostal proces stopy zwrotu indeksu WIG20 dla oszacowan pa-
rametrow z procesu GBM. W wycenie przyjgto te same zalozenia jak w przy-
ktadzie drugim. W tym przypadku jednak prawidlowym procesem jest GBM i
wycena BSM stanowi punkt odniesienia. Wyniki zawiera tabela 4.

Tabela 4. Wartosci opcji dla réznych cen wykonania i réznych proceséw stop zwrotu

Ceny wykonania
1700 1750 1800 1850 1900
BSM 184.775 154.6344 128.4566 105.5939 85.9082
BSM* 183.9472 154.3867 128.1985 105.3327 85.6509
GIR-GARCH 185.1949 155918 129.2542 106.1495 86.3743
CEV 161.7150 130.8521 104.0688 81.3426 62.4879

Zrédio: obliczenia wlasne.
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Teoretycznie wszystkie modele powinny dawa¢ zblizone wyniki, gdyz
GMB zawiera si¢ zarowno w modelu CEV, jak i GJR-GARCH. Réznice po-
winny wynika¢ jedynie z oszacowan parametrow.

Zgodnie z oczekiwaniami, najblizsze wyniki uzyskano z modelu BSM*, a w
nastepnej kolejnosci GIR-GARCH. Model CEV jako najbardziej wrazliwy na
btedy w oszacowaniach parametréw dal najbardziej ré6zne wyniki zarowno w
przyktadzie drugim, jak i trzecim (przy czym w przyktadzie drugim dodatkowo
btedna byta posta¢ modelu).

4. Podsumowanie

Analizujac modele matematyczne w wycenie opcji (lub ogdlnie instrumen-
tow pochodnych) nalezy wyrézni¢ dwie grupy opcji (instrumentdow pochod-
nych) — te ktére sa przedmiotem obrotu gieldowego i dla ktoérych ceny rynkowe
sa dostgpne oraz te, ktore nie sa notowane na gieldzie (np. sa obecne na rynku
migdzybankowym) i dla ktorych ceny rynkowe nie sa dostgpne. Pierwsza grupa
opcji podlega wycenie rynkowej — popyt i podaz okres$la ceng instrumentu, wy-
cena teoretyczna nie jest konieczna. Natomiast w przypadku drugiej grupy
opcji, np. opcji egzotycznych, opcji zwyktych (ale ktorych ptynno$¢ jest niska)
okreslenie wartoéci za pomoca modeli matematycznych jest niezbedne. Zeby
zapewni¢ koherencje (w znaczeniu braku arbitrazu) migdzy tymi dwoma gru-
pami zasady wyceny powinny by¢ zgodne z obserwowanymi (rynkowymi) ce-
nami opcji na gieldzie.

Przyktady te wskazuja ponadto, ze pomocne w zarzadzaniu ryzykiem mode-
lu moga by¢ techniki analizy danych takie, jak:
estymacja odporna,
analiza szeregow czasowych,
analiza rozkladow,

- prognozowanie.
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