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a narzedzia ekonometrii finansowej

1. Modelowanie stop procentowych — wprowadzenie

W ostatnich dwudziestu latach obserwowany jest dynamiczny rozw6j metod
ekonometrii finansowej. Metody te znalazly zastosowanie w analizie wielu fi-
nansowych szeregdw czasowych, przede wszystkim szeregdw cen akcji i kur-
sow walutowych. W ostatnim okresie mozna zaobserwowac stopniowe ,,zbliza-
nie” si¢ metod wypracowanych na gruncie klasycznej ekonometrii finansowe;j,
przede wszystkim szeroko rozumianych modeli klasy ARIMA-GARCH — ma-
jacymi u podstaw procesy stochastyczne w czasie dyskretnym, z metodami wy-
pracowanymi na gruncie matematyki finansowej — majacymi u podstaw procesy
stochastyczne w czasie ciaglym. Niezaleznie od tego, obie grupy metod w coraz
wigkszym stopniu odnosza si¢ do ekonomii finansowej, zawierajacej teorie
ksztaltowania si¢ zjawisk finansowych, w tym rowniez teorie dynamiki cen i
stop zwrotu cen na rynkach finansowych.

Sposrod wszystkich cen finansowych, stopy procentowe sa niewatpliwie
najtrudniejsze w modelowaniu. Jedna z glownych przyczyn jest to, iz tak na-
prawde modelowaniu podlega nie jedna stopa procentowa, lecz wiele powiaza-
nych ze soba stop procentowych, dotyczacych réznych okreséw — jest to mode-
lowanie tzw. struktury terminowej stop procentowych (term structure of interest
rates), zwane rowniez zagadnieniem krzywej dochodowosci lub krzywej stopy
dochodu (yield curve). Struktura terminowa stop procentowych jest to zaleznos¢
stop procentowych (w szczegolnoscei stop dochodu dtuznych instrumentow fi-
nansowych) od terminu do wykupu, czyli od dlugosci okresu inwestycji.

Zagadnienie to jest kluczowym problemem o charakterze teoretycznym i
praktycznym. Teoretyczne znaczenie tego zagadnienia jest duze, gdyz, po
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pierwsze, nie zostalo ono rozwiazane w sposob zadowalajacy, po drugie, mode-
le struktury terminowej stop procentowych sa wykorzystywane w wielu innych
zagadnieniach teoretycznych, np. w wycenie instrumentow dhuznych i instru-
mentéw pochodnych na stopg procentowa. Roéwniez w praktyce znajomos¢
struktury terminowej stop procentowych jest istotna, gdyz pozwala na pode;j-
mowanie efektywnych decyzji dotyczacych inwestowania, finansowania i za-
rzadzania ryzykiem stopy procentowe;.
W teorii stop procentowych modelowane sa nastgpujace stopy:

— stopa natychmiastowa (spot rate);

— stopa terminowa (forward rate);

— chwilowa stopa natychmiastowa (instantaneous spot rate), inaczej zwana

stopa krotkoterminowa (short rate);
— chwilowa stopa terminowa (instantaneous forward rate).

W praktyce wilasciwie wigkszos¢ powyzszych stop nie jest obserwowana
bezposrednio. Do okreslenia stop spot, a nastgpnie na ich podstawie stop for-
ward, wykorzystywane sa stopy procentowe obserwowane bezposrednio na
rynku. Zaliczamy do nich:

— w przypadku okresow krétszych niz rok: stopy rynku migedzybankowego (np.
WIBOR, LIBOR, Euribor), stopy rentownos$ci bondéw skarbowych, stopy
transakcji repo na rynku pieni¢znym;

— w przypadku okreséw dtuzszych niz rok: stopy dochodu obligacji, czyli Yield
To Maturity (YTM), stopy kontraktow swap.

Modelowanie struktury terminowej stop procentowych jest przeprowadzane
najczesciej w odniesieniu do stop dochodu dhuznych instrumentow skarbowych.
Sa to zatem stopy wolne od ryzyka. Oprocz tego krzywe dochodu mozna wy-
znacza¢ dla stop dochodu innych instrumentow dtuznych. Sa to stopy zawiera-
jace premi¢ za ryzyko, np. za ryzyko kredytowe emitenta posiadajacego katego-
ri¢ ratingowa BB. Jesli dla dowolnego momentu wyznaczy si¢ réznice migdzy
stopami dochodu instrumentéw dluznych emitenta kategorii BB a stopami do-
chodu wolnymi od ryzyka, wowczas otrzymujemy tzw. strukturg¢ terminowa
spreadu kredytowego (term structure of credit spread).

Wszystkie powyzej przedstawione pojgcia dotycza poziomu stop procento-
wych. W modelach stop procentowych (podobnie jak w modelach innych in-
strumentow finansowych, takich jak akcji czy walut) istotng rol¢ odgrywa réw-
niez zmienno$¢ (volatility) tych stop. W takiej sytuacji kazda stopa procentowa
traktowana jest jako zmienna losowa, za$ odchylenie standardowe tej zmienne;j
informuje o zmiennosci. Okreslajac dla kazdego momentu to odchylenie stan-
dardowe otrzymuje si¢ nowa konstrukcje, tzw. strukture terminowg zmienno-
$ci stép procentowych (term structure of volatility of interest rates). W ten
sposob kazdej krzywej stop dochodu odpowiada krzywa zmiennosci tych stop.
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Obserwacje historycznych stop procentowych wystgpujacych na rynkach
finansowych doprowadzity do wyodrgbnienia kilku prawidlowosci dotyczacych
tych stop. Sa one nastepujace:

— stopy procentowe w dlugim okresie charakteryzuja si¢ efektem ,,powrotu do
sredniej”, tzn. ,,powrotem” do pewnego przecigtnego dtugookresowego po-
ziomu;

— zmiany stop procentowych dotyczacych réznych okresow nie sa z soba bardzo
mocno skorelowane;

— zmienno$¢ stop procentowych krotkoterminowych jest wigksza niz zmiennos$é
stop procentowych dlugoterminowych;

— wystepuje skorelowanie migdzy poziomem stop procentowych i zmiennoscia
stop procentowych.

2. Modelowanie struktury terminowej stop procentowych —
klasyfikacja

Jak juz wskazywaliSmy, powstato bardzo wiele modeli struktury terminowe;j
stop procentowych. Modele te maja r6zny rodowod, r6zny stopien skompliko-
wania, rézne koncepcje u ich podstaw. Analiza modeli proponowanych w litera-
turze, a rowniez tych stosowanych w praktyce, doprowadzita nas do wyroznie-
nia dwoch podstawowych klas modeli:

1. modele aproksymacji krzywej dochodowosci.

2. modele dynamiki stop procentowych.

Modele aproksymacji krzywej dochodowos$ci polegaja na wyznaczeniu
pewnej funkcji, ktora przybliza dane empiryczne, tzn. stopy dochodu odpowia-
dajace pewnym okresom. Otrzymana funkcja umozliwia okreslenie stop docho-
du dla dowolnych okreso6w. Mozna powiedzie¢, ze sa to w pewnym sensie mo-
dele statyczne, wyjasniajace obecna strukture terminowa stop procentowych.

Modele dynamiki stop procentowych wychodza od pewnego ogdlnego mo-
delu, opisujacego dynamike stop procentowych, a nastgpnie na podstawie da-
nych empirycznych dokonuje si¢ wyznaczenia parametréw. Sa to modele dy-
namiczne, wyjasniajace zmiany struktury terminowej stop procentowych.
Przejdziemy teraz do syntetycznej prezentacji modeli nalezacych do tych dwdch
klas.

W klasie modeli estymacji krzywej dochodowosci wyr6zni¢ mozna trzy
podstawowe rodzaje modeli:
— modele bezposrednie;
— modele aproksymacji segmentowej;
— modele aproksymacji calej krzywej dochodowosci.
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Modele bezposrednie polegaja na wyznaczeniu stop spof na podstawie stop
dochodu obligacji z odsetkami.

Modele aproksymacji segmentowej polegaja na podziale przedzialu cza-
sowego na kilka segmentow, a nastgpnie konstrukcji krzywej dochodowosci na
podstawie danych empirycznych dla kazdego segmentu. Przy tym najczesciej
dzieli si¢ przedziat czasowy na trzy segmenty, odpowiadajace odpowiednio:
stopom krotkoterminowym (1 dzien — 1 rok), stopom S$rednioterminowym (1
rok — 10 lat), stopom dlugoterminowym (powyzej 10 lat). Jesli za$ chodzi o
funkcje aproksymujace, to najczesciej stosowane sa wielomiany lub funkcje
wyktadnicze.

Modele aproksymacji calej krzywej dochodowosci polegaja na zastoso-
waniu pewnej funkcji opisujacej wszystkie stopy procentowe, przy czym para-
metry tej funkcji majg klarowna z praktycznego punktu widzenia interpretacjg.
Mozna tutaj wyrdzni¢ wiele mozliwych modeli, jednym z najbardziej popular-
nych jest model Nelsona-Siegela (Nelson, Siegel (1987)), dany wzorem:

1—exp(-m/ &, )j . 5 exp(l —exp(—-m/&,)
2
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gdzie u jest to sktadnik losowy, za$ poszczegdlne parametry maja nastepujaca
interpretacje:
B, — dlugoterminowa stopa procentowa,

P, — spread migdzy stopa dlugoterminows a stopa krotkoterminowa,

B, — stopien krzywizny krzywej dochodowosci,

0, — predkosé, z jaka sktadnik krotkoterminowy i Srednioterminowy krzywe;j
zdazaja do zera.

W klasie modeli dynamiki stop procentowych mozna wyrdznic:

— klasyczne modele ekonometrii finansowej;

— modele drzew dwumianowych z endogenicznie okre$lona dynamika stop pro-
centowych;

— modele stochastycznych réwnan rozniczkowych z endogenicznie okreslonag
dynamika stop procentowych;

— modele drzew dwumianowych wynikajace z koncepcji arbitrazu;

— modele stochastycznych réwnan roézniczkowych wynikajace z koncepcji arbi-
trazu.

Klasyczne modele ekonometrii finansowej sa to znane modele klasy ARI-
MA-GARCH stuzace do modelowania finansowych szeregdw czasowych roz-
patrywanych w czasie dyskretnym. W zakresie modelowania poziomu sa to
modele warunkowej wartosci oczekiwanej ARIMA oraz ich modyfikacje i
uogoblnienia. W zakresie modelowania zmienno$ci sa to modele warunkowe;j
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wariancji GARCH oraz ich modyfikacje i uog6lnienia. W tym wypadku mode-
lowana zmienna jest to oczywiscie stopa procentowa.

Nastepne dwa rodzaje modeli charakteryzuja si¢ tzw. endogenicznie okre-
$lona dynamika stop procentowych. Oznacza to, ze jest zadany pewien hipote-
tyczny model, za§ jego parametry szacowane sa na podstawie danych empi-
rycznych. W pierwszej grupie tego typu modeli dynamika stop procentowych
opisywana jest za pomoca drzew dwumianowych. Zaktada sig, ze na koniec
kazdego okresu nalezacego do rozpatrywanego przedzialu czasowego stopa
procentowa moze przyja¢ dwie wartosci (kazda z jednakowym prawdopodo-
bienstwem). Przy rozpatrywaniu wielu okresow dynamika stop procentowych
moze by¢ w sposob graficzny przedstawiona za pomoca drzewa, co wyjasnia
nazwe metody.

W drugiej grupie modeli z endogenicznie okreslona dynamika stop procen-
towych dynamika ta jest opisana modelem w postaci stochastycznego rownania
rézniczkowego.

Z kolei dwa ostatnie rodzaje modeli charakteryzuja si¢ tym, iz wywodza si¢
z koncepcji braku arbitrazu. Koncepcja braku arbitrazu oznacza, iz dokonuje si¢
wyceny instrumentéw finansowych w taki sposob, aby nie byl mozliwy arbi-
traz, tzn. strategia, ktéra nie wymaga naktadow, jest wolna od ryzyka i daje do-
datni przychdd. Przy tym otrzymany model jest zgodny z obserwowanymi rze-
czywistymi stopami procentowymi, a nie wynika z endogenicznie okreslonej
dynamiki stop.

Réwniez tutaj mozna wyrdzni¢ dwa rodzaje modeli. Pierwszy rodzaj do
opisu dynamiki wykorzystuje drzewa dwumianowe. Z kolei drugi rodzaj wyni-
ka ze stochastycznych rownan rézniczkowych.

3. Modele dynamiki stép procentowych wynikajgce ze stocha-
stycznych réwnan rézniczkowych

Najbardziej zaawansowane modele struktury terminowej to te, w ktoérych
dynamika stop procentowych opisana jest za pomoca stochastycznego rownania
rozniczkowego. Przedstawimy teraz trzy najczgsciej w finansach stosowane ty-
py modeli zapisanych w postaci stochastycznych réwnan rézniczkowych. Przy
tym oprécz klasycznej postaci modelu podamy réwniez wersje dyskretna, w
ktorej zaktada sig, ze czas moze si¢ zmienia¢ o jednostkg. Podstawowe modele
sa nastgpujace (dla uproszczenia nie wprowadza si¢ w oznaczeniach osobnego
indeksu dla okresu, ktérego dotyczy stopa, zas indeks przy stopie procentowe;j
oznacza dany moment czasowy):

1. Geometryczny ruch Browna, dany wzorem:
dr, = pr,dt +on,dZ, .

za$ w wersji dyskretnej (po przeksztatceniach):
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T =+ ), +ore,, .

2. Proces pierwiastkowy, dany wzorem:
dr, = ur,dt + .[r,dZ, .
za$ w wersji dyskretnej (po przeksztatceniach):

g = (l + /u)rz + 6\/2‘9#& .

3. Proces Ornsteina-Uhlenbecka (charakteryzujacy si¢ wilasciwoscia po-
wrotu do sredniej), dany wzorem:

dr, =x(0—r)dt+odZ,.
za$ w wersji dyskretnej (po przeksztatceniach):

1, =k0+(1-x)r, +os,,.

Jak wynika z ostatniego wzoru, proces Ornsteina-Uhlenbecka charakteryzu-
je si¢ wiasciwoscia powrotu do $redniej — stopa procentowa w danym momen-
cie jest skorygowana o sktadnik losowy wazong $rednia dwoch wielkosci: dhu-
goterminowej stopy procentowej oraz stopy procentowej z poprzedniego mo-
mentu. Przy tym waga przyporzadkowana dlugoterminowej stopie procentowe;j
jest interpretowana jako predkos$¢ powrotu do tej sredniej dtugookresowe;.

Powyzej przedstawione modele znalazty swoje poczesne miejsce w kon-
kretnych wersjach modele stop procentowych z endogenicznie okreslona dyna-
mika. Modeli tych jest wiele, a dzieli si¢ je zazwyczaj w zaleznosci od liczby
czynnikow, ktore sa modelowane. W szczegdlno$ci w najwczesniej zapropo-
nowanych modelach jednoczynnikowych jedynym czynnikiem jest tzw. krotko-
terminowa stopa procentowa, czyli chwilowa stopa spot. Jesli modelowanych
czynnikow jest wigcej, wowczas pod uwage bierze si¢ na przyktad zmienno$é
krotkoterminowej stopy procentowe;j i Srednig stopg dtugookresowa.

Przedstawimy teraz kilka najbardziej popularnych modeli, wskazujac na
modelowane czynniki.

1. Modele jednoczynnikowe — modelowana jest krotkoterminowa stopa
procentowa:

—model Vasicka (Vasicek (1977)):
dr, =x(0—r,)dt +odZ, .
— model Coxa-Ingersolla-Rossa (Cox, Ingersoll, Ross (1985)):
dr, = k(0 —r,)dt +o.[r,dZ, .
2. Modele dwuczynnikowe — modelowana jest krotkoterminowa stopa pro-
centowa i zmienno$¢ tej stopy:
—model Fonga i Vasicka (Fong, Vasicek (1991)):
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dr, = k(0 —r,)dt +.[v,dZ,,
dv, = y(9=v,)dt + E[v,dZ,,

3. Modele trojczynnikowe — modelowana jest krotkoterminowa stopa procen-
towa, zmiennos$¢ tej stopy oraz $rednia dlugoterminowa:

—model Chena (Chen (1996)):
dr, = k(6, —r,)dt +.|v, \[r,dZ,,
dv, = y(9—v,)dt + £.[v,dZ,,
do, = p(A-6,)dt +1./0,dZ,,

Jak wida¢, we wszystkich powyzej przedstawionych modelach rozpatrywa-
ne procesy sa to kombinacje proceséw Ornsteina-Uhlenbecka z procesami pier-
wiastkowymi.

Pewna wada przedstawionych modeli jest jednak to, iz dynamika stop
procentowych jest okreslana endogenicznie, co oznacza, ze nawet w przypadku
wieloczynnikowych modeli obecna struktura terminowa stop procentowych,
dana w postaci stop dochodu obligacji, niekoniecznie musi by¢ odzwierciedlona
w sposob doktadny.

Z ta niedogodnoscia prébuja sobie radzi¢ modele arbitrazowe. Jak juz
wskazywaliSmy, sa dwie grupy takich modeli. Jedna grupa wykorzystuje
wspomniang juz koncepcje¢ drzew dwumianowych. Pierwszy i najbardziej znany
model tej klasy zostat zaproponowany przez Ho i Lee (Ho, Lee (1986)).

Druga grupa modeli arbitrazowych wykorzystuje stochastyczne rownania
rozniczkowe. Pierwszym i najbardziej znanym modelem tej klasy jest model
Heatha-Jarrowa-Mortona (Heath, Jarrow, Morton (1992)). W modelu tym
przedmiotem zainteresowania jest chwilowa stopa terminowa, a zatem tak na-
prawde modelowana jest jednoczesnie cata struktura terminowa stop procento-
wych. Okazuje si¢ przy tym, ze wiele modeli powstalych wczesniej moze by¢
potraktowanych jako szczegdlne przypadki modelu Heatha-Jarrowa-Mortona.

W najbardziej ogdlnej wersji model ten mozna zapisac nastgpujaco:

dr, ; = u(t,T)dt + o(1,T)dZ,.

Jak wida¢, w tym modelu zmiany chwilowej stopy forward sa funkcja
chwilowego dryfu i chwilowej zmiennosci tej stopy.

Przedstawione powyzej modele musza by¢é wyznaczone w praktyce, tzn.
estymowane i/lub kalibrowane na podstawie danych obecnych i historycznych.
Prowadzi to do konkretnych wyzwan pod adresem ekonometrii. To wtasnie
ekonometria dostarcza przeciez narzedzi stluzacych do weryfikacji hipotez sta-
wianych przez teori¢ ekonomii — w tym wypadku modeli stép procentowych
zaproponowanych przez matematyke finansowa i ekonomig finansowa.
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