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Wptyw doboru metod rekonstrukcji przestrzeni fazowe;
na efektywnosé prognozowania chaotycznych szeregéw
czasowych

1. Rekonstrukcja przestrzeni fazowe;j

Kluczowa rolg w teorii chaosu deterministycznego petni pojecie systemu
dynamicznego. Formalnie, przez system dynamiczny rozumie si¢ pare (S, f),

gdzie SORY jest przestrzenia stanéw, za$ f:S - S odwzorowaniem
opisujacym ich ewolucje w czasie (por. Zawadzki (1996)). Analizujac szereg
czasowy przy uzyciu metodologii teorii chaosu, przyjmuje sie, ze zostal on
wygenerowany przez pewien system dynamicz(ﬁyf). Pierwszym etapem
badania jest rekonstrukcja przestrzeni fazo®ejej celem jest wydobycie z
szeregu pewnych informacji sieobserwowalnych stanach generujacego go
systemu oraz ich dynamice. Najpopularniejsza metoda rekonstrukeji jest metoda
opdznien, w ktorej buduje si¢ wektory opoznien (tzw. mrhistorie) postaci
%"= (X s Xecaimg » - Xe—(m-nyiag ) - J€]  podstawa  teoretyczng jest twierdzenie
Takensa, ktore glosi, ze dla m=2d +1 przestrzen (é, F), gdzie S jest zbiorem
mrhistorii, zas F odwzorowaniem opisujacym ich dynamike, tzn. F(X") =X},
moze zostaé wykorzystana do zbadania wlasno$ci nieznanego systemu (S, f).
W szczegdlnosci mozliwe jest wyznaczenie wymiaru atraktora i wyktadnikow
Lapunowa oraz prognozowanie (por. Castagliiin. (1991)).

Metoda op6znien wymaga przyjecia a priori wartosci zanurzenia m oraz
opdznienia czasowego lag. Dobor tych parametrow jest szczegodlnie istotny w

przypadku krétkich szeregéw, w ktorych obecny jest szum losowy (por. Bask
(1998), Castagli i in. (1991)7Zeng i in. (1991)). Najczesciej stosowang
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procedura doboru wymiaru zanurzenia jest metoda ,.Falszywych Najblizszych
Sasiadow”™ (,,False Nearest Neighbors” - FNN) (Kennel i in. (1992)). Metoda
polega na obliczaniu ilosci tzw. falszywych sasiadow w zaleznosci od
parametrun wedtug nastgpujacych etapow:

-) dla kazdych mrhistorii Xi X5 wyznacza sie H)A(tT - )?{2” : 1)
/“)’ZtT - )’Ztrg “ ' (2)

Jesli d,, przekracza pewien przyjety poziom, wowczas uznaje si¢, ze X;p jest

-) oblicza si¢ wspdtezynnik d, = ‘ Xt = %ot

falszywym sasiadem wektora X. Za parametm nalezy przyja¢ wartosé, dla
ktorej minimalizowana jest ilos¢ falszywych sasiadow.

Czesto stosowanym kryterium doboru lag jest metoda ,Mutual
Information” (MI), w ktorej system rozwazany jest w kategorii produkcji
informacji. Istota metody jest zmierzenie, ile bitow informacji otrzymywanej w
stanie st +lag) moze by¢ wynikiem predykcji opartej na informacji zawartej
w stanie s(t ) (por. Lazewski, Zator (2002)). W tym celu Fraser i Swinney
(1986) proponuja przyjecie poziomu opoznienia czasowego, dla ktérego funkcja
I(lag) zwana funkcja ,,mutual information” przyjmuje pierwsze minimum.

2. Lokalna aproksymacija liniowa

Chaotyczne szeregi czasowe rdéznia si¢ od prawdziwie losowych
mozliwoscia ich bardzo dokladnego prognozowania, w krotkim horyzoncie
czasowym. Z twierdzenidakensa wynika, ze dla m=>2d +1 istnieje funkcja

gr :R™ - R, dla ktorej:

Xt+T = gT (g(tm) = gT (Xt ’ Xt—lag LR Xt—(m—l)lag) . (3)
Oznacza to, ze majac szereg dtugosci N mozna wyznaczy¢ prognoze:
Xnar = O (X0) = G7 (Xn s Xnciag s+ Xn—(m-tjag ) - (4)

gdzie T jest horyzontem prognozy. Funkci@g moze mie¢ skomplikowany
nieliniowy wzor analityczny, jednak zastapienie jej pewna aproksymanta O
okreslonego typu, moze dawac zadawalajace wyniki prognoz. Metoda lokalnej
aproksymacji liniowej LA polega na przyjeciu za g; mrwymiarowej funkcji
wielomianowej stopnia pierwszego:
Or (Xgs X ooy X)) = 0o + 0% + U Xy +oot A Xy - (5)

Estymacja parametrowa; poprzedzona jest wyborenk wektorow
opOznien, najblizszych (w sensie ustalonej metryki) wektorowi Xy . W oparciu
o wyznaczonych sasiadow, przy uzyciu metody najmniejszych kwadratow,
dokonuje si¢ estymacji wspotezynnikow g;. Przyjmowanaa priori liczba k
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moze by¢ mniejsza od liczby wszystkich dostepnych mthistorii, stad nazwa
aproksymacja lokalna”. Otrzymane prognozy zaleza od liczby najblizszych
sasiadéw — k, wymiaru zanurzenia mi opoznienia czasowego — lag.

w

. Wyniki prognoz

Prognozowaniu poddano szeregi chaotyczne wygenerowane przez:
1. Odwzorowanie logistyczne:
Xa =40 [1-X,), dla x,=0,7. (6)
2. OdwzorowanieHenona (szereg pierwszych wspoétrzednych):
(%1, Yeor) = (=147 + 5 03%) , dia (%, %5)=(09,09). (V)

3. System Lorenza:
dx/ =160y ~ )

dy /= X2+ 45020 - y ®)
dz/ =xy-4z

Wygenerowano szereg postaci= x(t [0,01) , dla (x(0), y(0), (0)) = (1,1,1).
4. Model Kaldora:
Prognozowaniu poddano szerérg) wygenerowany z modelu Kaldora:
Yo =Y =a (1 (Y K) =S (%))
K =Ky = 1:(Y, Ky ) =0 K,

po przyjeciu zatozen, ze S (Y,) = sLY,, zas funkcja inwestycji jest postaci:

I, =cD’2%“YI+S)2+eEYt +atﬁ% ﬁg (10)
t

W badaniu przyjeto parametry prowadzace do ewolucji chaotycznej: a =20,
s=0,21, d = 0,05, a=5, c=20, d=0,01,¢ =0,00001, e=0,05, =280, g=4,5 oraz
wartosci poczatkowe Y, = 65K, =265 (por. Lorenz (1989)).

Analizowane szeregi sktadajace sie z 1900 obserwacji podzielono na dwie
czesci: probke A — 1715 pierwszych obserwacji, probke B - 185 ostatnich
obserwacji. Dla kazdej obserwacji % z probki B (=1716, 1717, ... ,1900)

wyznaczono prognoze dla horyzontu czasowego T=1:

(9)

X = 0;(X%%) = 0; (X1, Xi 4-tag 1+ Xii~(m-D)lag ) - (11)

Probke A wykorzystano do obliczenia parametrédw m oraz lag, oraz do
oszacowania wspotczynnikow wielomianu g;. W badaniu rozwazono kolejne k

=m+2, ... ,1714-(m-1) dag. Do oceny doktadnosci prognozy wyznaczono
dla kazdego k bezwzgledny btad predykeji ex-post:
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1900 2
g= \/%85Dizzlgxi -%) (12)

oraz wzgledny blad prognozy G'=UG [100% (por. Farmer, Sidorowich

(1987)), gdzie o, jest odchyleniem standardowym szeregu z probki A.

Zastosowano dwie procedury doboru parametréw zrekonstruowanej przestrzeni
stanéw: ,FNN-MI" i ,PROG™:
1. ,FNN-MI"
W oparciu o probke A, przy zastosowaniu metody FNN wyznaczono wartosé
wymiaru zanurzenian, zas przy uzyciu metody MI — opdznienie czasowe lag.
2. ,PROG"
Probke A podzielono na dwie czesci: A;=1650 pierwszych obserwaciji i,A65
ostatnich obserwacji. Dla kazdej obserwacji z A, dokonano predykcji metoda
LA, wykorzystujac A; do oszacowania wielomianu aproksymujacego. Prognozy
wyznaczono dla kolejnychlag=1,2,...5, m=1,2,...,15, k=m+2, ...
1649- (m-1) ag. Sposrod rozwazonych parametréw wybrano takie wartosci
mi lag, dla ktorych otrzymana prognoza byta najdoktadniejsza.

Najmniejsze bledy prognoz wraz z wyznaczonymi parametrami przestrzeni
fazowej zostaly podsumowane w tabelach 1-4. Wykresy 1-4 przedstawiaja
zalezno$¢ bezwzglednego bledu prognozy od wartosci parametru K.

Tabela 1. Najmniejsze bledy prognoz dla odwzorowania logistycznego

Metoda () g' Parametry | Optymalne k
LA PROG 10’ | 10°% m=2, lag=1 k=6
LA FNN-MI 10° | 0,002% | m=1,lag=7 k=4
ARMA 0,33] 96,03%| Bialy szum

Zrodo: obliczenia wiasne

Tabela 2. Najmniejsze bledy prognoz dla szeregu Henona

Metoda o g' Parametry | Optymalne k
LA PROG 10* | 0,01% | m=4,lag=1 k=7
LA FNN-MI 0,19| 25,50%| m=1,lag=18 k=16
ARMA 0,63 | 85,59%| ARMA(2,6)

Zrodlo: obliczenia wlasne

Tabela 3. Najmniejsze bledy prognoz dla systemu Lorenza

Metoda g g' Parametry | Optymalne k
LA PROG 0,004| 0,03% | n¥14,lag=1 k=34
LA FNN-MI 0,383 3,00% | m=15,lag=10 k=107
ARMA 0,008 0,06% | ARMA(5,4)

Zrodlo: obliczenia wlasne
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Tabela 4. Najmniejsze bledy prognoz dla modelu Kaldora

1574

3

k

Metoda o o' Parametry | Optymalne k
LA PROG 0,11 | 0,41% | m=2,lag=1 k=6
LA FNN-MI 1,86 | 7,13% | m=3,lag=3 k=13
ARMA 17,28 | 66,45%| ARMA(2,3)
Zrédlo: obliczenia wlasne
Rys. 1. Bledy prognoz dla odwzorowania logistycznego
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Zrédlo: obliczenia whasne
Rys. 2. Bledy prognoz dla szeregu Henona
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Zrédlo: obliczenia wlasne
Rys. 3. Bledy prognoz dla szeregu Lorenza
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Zrodlo: obliczenia wiasne
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Rys. 4. Bledy prognoz dla modelu Kaldora
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Zrédto: obliczenia wlasne

Na wykresach 5-8 przedstawiono rdéznice i ilorazy bledow prognoz

otrzymanych przy zastosowaniu procedur FNN-MI i PROG dla kolejnych

wartosci K. Dodatnia réznica oznacza wyzszos¢ procedury PROG. Z wykresow
ilorazéw bledéw mozna odczytaé, ile razy blad otrzymany przy astosowaniu
procedury PROG jest mniejszy od bitedu FNN-MI. Poniewaz z punktu widzenia
prognozowania szeregéw chaotycznych istotne sa niewielkie wartosci K (por.
Castagli (1992)), dlatego wykresy ilorazéw bledow zostaly ograniczone do

k <150.

Rys. 5. Roznice oraz ilorazy btedow prognoz dla odwzorowania logistycznego
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Zrodlo: obliczenia wiasne
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Rys. 6. Roznice oraz ilorazy bledow prognoz dla szeregu Henona
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Zrodlo: obliczenia wiasne
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Rys. 7. Roznice oraz ilorazy bledow prognoz dla systemu Lorenza

réznice bledéw prognoz

iloraz bigdéw prognoz

1000

Iy
900 T

800

|
700 L\
600 1

500 Yo
400 e\

300

200

o = N W & O O

100

k

1574 17

150

Zrodlo: obliczenia wiasne

Rys. 8. Roznice oraz ilorazy bledow prognoz d

la modelu Kaldora
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Zrédto: obliczenia wlasne

W tabeli 5 zaprezentowano wartosci K, dla ktérych przewaza procedura PROG,

a takze minimalne i maksymalne ilorazy bledéw prognoz dla k <150.

Tabela 5. Poréwnanie procedur PROG i FNN-MI

Szereg Przewaga procedury | Zakres ilorazéw bledow
PROG prognoz
Odwzorowanie logistyczne k<621 od 10,09 do 89,30
Szereg Henona k<452 od 10,43 do 2590,65
System Lorenza k dowolne od 83,21 do 953,66
Model Kaldora k<1421 od 3,36 do 79,59

7rodto: obliczenia wlasne

4. \Wnioski

7. przeprowadzonych badan wynika, Ze chaotyczne szeregi czasowe moga

by¢ prognozowane w krétkim horyzoncie c¢zasowym z bardzo duzg
doktadnos$cia. W zastosowaniu do analizowanych szeregow lokalna
aproksymacja liniowa dala prognozy wyraznie lepsze niz modele ARMA.
Wyjatkiem byl jedynie szereg Lorenza, gdzie wyzszos¢ metody zalezala od
przyjetej procedury doboru parametrow zrekonstruowanej przestrzeni stanow.



356 Witold Orzeszko

Zauwazalny jest wplyw zastosowanej metody doboru parametrow na
doktadno$¢ prognozowania. Dla kazdego szeregu procedura FNN-MI
prowadzita do prognoz duzo gorszych niz procedura PROG. Badania pokazuja,
7e bledy predykcji istotnie zaleza rowniez od trzeciego parametru — liczby
najblizszych sasiadow K wykorzystanych do estymacji wspolczynnikow
wielomianu aproksymujacego. W przypadku prognozowania chaotycznych
szeregow czasowych metoda LA, najmniejsze bledy otrzymuje sie dla
niewielkich wartosci K. Z przeprowadzonych prognoz wynika, ze w takich
sytuacjach wyraznie zauwazalna jest wyzszos¢ procedury ,,PROG”, a zatem
metody FNN i MI wyznaczaja parametry dalekie od optymalnych.
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