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Wycena europejskiej opcji kupna w czasie rzeczywistym.
Analiza bayesowska1

���:VW
S

Zastosowanie wnioskowania bayesowskiego do zagadnienia wyceny
instrumentów pochodnych – po raz pierwszy przedstawione w pracy Bauwensa
L /XEUDQR ������ ± ]RVWDáR UR]ZLQL
WH Z SUDFDFK 2VLHZDOVNL L 3LSLH� ������ L
3LSLH� ������� 5H]XOWDWHP SU]\M
FLD WHJR W\SX ZQLRVNRZDQLD MHVW QDWXUDOQ\�

SUREDELOLVW\F]Q\ RSLV QLHSHZQR�FL VWDW\VW\F]QHM R EDGDQ\FK ZLHONR�FLDFK�
Wyniki uzyskane w pracach Bauwens i Lubrano (1997), Bos, Mahieu i Van
'LMN ����� L LQQ\FK ZVND]XM�� L* XM
FLH ED\HVRZVNLH PR*H E\ü V]F]HJyOQLH

SU]\GDWQH Z ]DVWRVRZDQLDFK ILQDQVRZ\FK ± D ]ZáDV]F]D ± Z Z\FHQLH
instrumentów pochodnych.

Celem pracy jest zastosowanie procesów GARCH (ang. Generalised
AutoRegressive Conditionally Hateroscedastic; por. Bollerslev 1986, Nelson
����� ] DV\PHWULDPL� NWyUH ]DSURSRQRZDOL 2VLHZDOVNL L 3LSLH� ������� GR
PRGHORZDQLD ]PLHQQR�FL �DQJ� volatility) dziennych stóp zwrotu kursu
walutowego i do wyceny europejskiej opcji kupna wystawianej na ten kurs; por.
Black i Scholes (1973) oraz *DUPDQ L .RKOKDJHQ ������� $UW\NXá SUH]HQWXMH
ED\HVRZVN� HVW\PDFM
 Z\EUDQ\FK ZVND(QLNyZ ZUD*OLZR�FL UR]ZD*DQHM RSFML

NXSQD� 8]\VNDQH UR]NáDG\ D SRVWHULRUL SDUDPHWUX delta RSFML GRVWDUF]DM�
LQIRUPDFML R QLHSHZQR�FL ex ante]ZL�]DQHM ] W� ZLHONR�FL� RUD] VWDQRZL�
SRGVWDZ
 GR SRJá
ELRQ\FK EDGD� QDG UR]ZD*DQ� RSFM�� 5R]NáDG\ a posteriori

                                                     
1 3UDFD SU]\JRWRZDQD Z UDPDFK EDGD� VWDWXWRZ\FK $NDGHPLL (NRQRPLF]QHM Z

Krakowie w roku 2003.
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parametru delta RSFML WR WDN*H ± QD JUXQFLH ED\HVRZVNLP ± SXQNW Z\M�FLD GR
DQDOL]\ SRZV]HFKQLH VWRVRZDQHM Z SUDNW\FH VWUDWHJLL ]DEH]SLHF]DM�FHM
QHXWUDOQHM Z]JO
GHP delty (ang. delta neutral hedge; DNH). Jest to strategia,
NWyUD XPR*OLZLD �SU]\ EUDNX DUELWUD*X� HIHNW\ZQH ]DEH]SLHF]HQLH �URGNyZ QD
WUDQVDNFM
 RSF\MQ� �Z FKZLOL UHDOL]DFML RSFML� MH�OL GRNRQDQR VSU]HGD*\ RSFML

kupna.
5R]ZD*DQLD X]XSHáQLRQH V� SU]\NáDGHP HPSLU\F]Q\P� Z NWyU\P Z RNUHVLH

RG ���������� GR ���������� UR]ZD*RQR UH]XOWDW\ PRGHORZDQLD ]PLHQQR�FL
VWyS ]ZURWX GRODUD DPHU\ND�VNLHJR ] Z\NRU]\VWDQLHP SURFHVX *$5&+ ]
asymetriami. W dniach 10.07.2001 do 31.12.2002 (371 dni) dokonywano
G]LHQQHM DNWXDOL]DFML GRVW
SQHJR V]HUHJX F]DVRZHJR VWyS ]PLDQ� DE\ QD MHJR
SRGVWDZLH Z\]QDF]\ü UR]NáDG\ a posteriori L SUHG\NW\ZQH ZLHONR�FL

SRGOHJDM�F\FK PRGHORZDQLX� : V]F]HJyOQR�FL� GRNRQXM�F ED\HVRZVNLHM
DNWXDOL]DFML UR]NáDGX a posteriori (ang. bayesian updating�� Z UR]ZD*DQ\P
RNUHVLH Z\]QDF]RQR UR]NáDG\ SUHG\NW\ZQH FHQ HXURSHMVNLHM RSFML NXSQD

Z\VWDZLDQHM QD NXUV GRODUD DPHU\ND�VNLHJR� UR]NáDG\ SUHG\NW\ZQH SDUDPHWUX
]PLHQQR�FL RUD] ZVND(QLND ZUD*OLZR�FL delta opcji. Bayesowska estymacja i
SUHG\NFMD� VWRVRZDQD MHGQRF]H�QLH ] G]LHQQ� DNWXDOL]DFM� GDQ\FK� PD QD FHOX
]EDGDQLH ZUD*OLZR�FL SRáR*HQLD L UR]SURV]HQLD UR]NáDGyZ SUHG\NW\ZQ\FK QD
QDSá\ZDM�FH QRZH REVHUZDFMH VWyS ]PLDQ�

2. Proces GARCH(1,1) z asymetriami

Niech xj R]QDF]D ZDUWR�ü NXUVX ZDOXWRZHJR Z FKZLOL j (w dniu j).
2VLHZDOVNL L 3LSLH� ������ SURSRQXM�� DE\ V]HUHJ F]DVRZ\ ^xj, j=0,1,...,T,...}
RSLV\ZDü SRSU]H] SURFHV $5��� GOD OQxj� ]H VNáDGQLNLHP ORVRZ\P E
G�F\P
procesem GARCH(p,q) z asymetriami. Niech yj=100ln(xj/xj-1). Zaproponowany
L V]F]HJyáRZR RSLV\ZDQ\ Z SUDF\ 2VLHZDOVNL L 3LSLH� ������ PRGHO� NWyU\
oznaczymy jako M1� PD SRVWDü�

 ,...,...,1,ln)( 111 Tjxyy jjjj =++−=− −− εδδρδ (1)

gdzie εj=zj(hj)
0.5
� QLH]DOH*QH ]PLHQQH ORVRZH ]j PDM� LGHQW\F]QH VNR�QH UR]NáDG\

t-Studenta (por. Fernández, Osiewalski i Steel (1995)) o nieznanej liczbie stopni
swobody ν>2, modalnej ξ∈(-∞, +∞), jednostkowej precyzji i parametrze
asymetrii γ>0. Czynnik hj ± E
G�F\ RGZURWQR�FL� SUHF\]ML ZDUXQNRZHJR

UR]NáDGX �Z]JO
GHP FDáHM SU]HV]áR�FL� VNáDGQLND ORVRZHJR εj – jest dany
wzorem:
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−− +≥+<+= jjjjjj hbIaIaah εεεε , j=1,...,T,..  (2)
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Proces $V\PPHWULF�*$5&+����� ]GHILQLRZDQ\ SU]H] ��� XPR*OLZLD

badanie asymetrii reakcji hj ma znak εj-1; por Glosten, Jagannathan i Runkle
(1993), Bauwens i Lubrano (1997), Bauwens, Lubrano i Richard (1999).
$V\PHWULD WD MHVW QLHPR*OLZD GR PRGHORZDQLD Z UDPDFK ]Z\Ná\FK SURFHVyZ
*$5&+ �SRU� %ROOHUVOHY ������ RUD] 1HOVRQ �������� NWyUH V� MHG\QLH

szczególnym przypadkiem (2) (gdy a1=a1
+).

W równaniu (2) wymagana jest (dla j �� ]QDMRPR�ü RGZURWQR�FL SUHF\]ML
h0� :LHONR�ü W
 WUDNWXMHP\ MDNR QLH]QDQ\ SDUDPHWU PRGHOX SUyENRZHJR�

2VLHZDOVNL L 3LSLH� ������ GRZRG]�� L* SU]\M
FLH VNR�QHJR UR]NáDGX t-Studenta
dla zj SRZRGXMH� *H UyZQDQLH ��� GHILQLXMH PRGHO *$5&+�LQ�0HDQ �SRU� (QJOH�

Lilien i Robins, 1987). Model M1 ]DNáDGD Z NRQVHNZHQFML GOD yj warunkowy
�Z]JO
GHP FDáHM SU]HV]áR�FL� UR]NáDG VNR�Q\ t-Studenta o ν>2 stopniach
swobody, modalnej µj,

111 ln)( −− +−+= jjj xy δδρδµ , j=1,..,T,...

RGZURWQR�FL SUHF\]ML hj i parametrze asymetrii γ>0, co oznaczamy w
QDVW
SXM�F\ VSRVyE�

),,,|(),,|( 11 γµνθψ jjjsksjj hyfMyp =−   j=1,...,T,.... . (3)

Symbol θ R]QDF]D ZHNWRU ZV]\VWNLFK QLH]QDQ\FK SDUDPHWUyZ UR]ZD*DQHJR
modelu a fsks MHVW J
VWR�FL� UR]NáDGX SUDZGRSRGRELH�VWZD ]PLHQQHM ORVRZHM R

VNR�Q\P UR]NáDG]LH t-Studenta; por. Fernández, Osiewalski i Steel (1995).
3U]\M
FLH UHVWU\NFML ν!� JZDUDQWXMH LVWQLHQLH ZDUXQNRZHM �Z]JO
GHP ψj-1)
wariancji stopy zmian yj� :LHONR�ü WD MHVW ]DGDQD QDVW
SXM�F� IRUPXá��
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gdzie:

πνννγγ
ννγγνγτ
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22

Γ−+
+Γ−= −

−
.

: V]F]HJyOQR�FL� MH�OL γ=1, to τ(γ,ν)=0 oraz d(γ,ν)=ν/(ν–2). Wtedy
Var(yj|ψj-1,θ,M1)=hj ⋅ν/(ν±��� FR VSURZDG]D ��� GR ]QDQHM ]DOH*QR�FL SRPL
G]\

ZDULDQFM� L RGZURWQR�FL� SUHF\]ML GOD V\PHWU\F]Q\FK UR]NáDGyZ t-Studenta o
ν!� VWRSQLDFK VZRERG\ �UR]NáDG\ WH RGSRZLDGDM� SU]\M
FLX γ=1).

Niech y(t)=(y1,...,yt� R]QDF]D GRVW
SQ\ Z GDQHM FKZLOL t �]DREVHUZRZDQ\ D*
do dnia t) fragment szeregu czasowego logarytmicznych stóp zmian.
3U]\MPLMP\ GRGDWNRZR� *H t≥T. Przez yf

(t)=(yt+1,...,yt+s) oznaczmy fragment
V]HUHJX VWyS ]PLDQ SRGOHJDM�F\ SURJQR]LH Z FKZLOL t� = SU]\M
W\FK ]DáR*H�
Z\QLND� L* PRGHO SUyENRZ\� F]\OL J
VWR�ü UR]NáDGX SUDZGRSRGRELH�VWZD
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wektora obserwacji w chwili t SU]\ ]DGDQ\FK ZDUWR�FLDFK SDUDPHWUyZ� PD
SRVWDü�
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)()( ),,,|(),,|(),|,( γµνθψθ    (5)

W chwili t model bayesowski M1 WR á�F]Q\ UR]NáDG SUDZGRSRGRELH�VWZD

wektorów obserwacji y(t) i yf
(t) i wektora nieznanych parametrów θ, o funkcji

J
VWR�FL

pt(y
(t), yf

(t),θ |M1)=pt(y
(t), yf

(t)|θ, M1)p(θ |M1). (6)

=DNáDGDP\ �QLH]PLHQQLF]\ Z]JO
GHP t� SU]\M
W\ Z SUDF\ 2VLHZDOVNL L 3LSLH�
������ UR]NáDG a priori SDUDPHWUyZ R QDVW
SXM�FHM J
VWR�FL�

)()()()()()()()()()()()|( 1110011 bpapapaphpppppppMp += γρδδνζθ . (7)

6]F]HJyáRZ\ RSLV SU]\M
WHM VWUXNWXU\ a priori PR*QD ]QDOH(ü Z SUDF\
2VLHZDOVNL L 3LSLH� ������

2NUH�ORQ\ UyZQDQLHP ��� PRGHO ED\HVRZVNL XPR*OLZLD Z\]QDF]HQLH

UR]NáDGX a posteriori parametrów w chwili t� 5R]NáDG WHQ MHVW VNRQVWUXRZDQ\ Z
RSDUFLX R SU]\M
W� �QLH]DOH*QLH RG t� J
VWR�ü UR]NáDGX a priori RUD] R GRVW
SQH
dane – y(t)

� 'RVWDUF]D RQ QLHSHZQR�FL VWDW\VW\F]QHM� NWyUD MHVW NRQIURQWDFM�
SU]\M
W\FK ]DáR*H� a priori z modelem próbkowym zbudowanym dla
GRVW
SQ\FK Z GDQHM FKZLOL REVHUZDFML� 5R]NáDG WHQ R]QDF]DP\ SU]H] pt(θ |y(t)):

∫
Θ
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W chwili t GOD VWyS ]PLDQ SRGOHJDM�F\FK SURJQR]LH ± yf
(t)
± Z\]QDF]\ü PR*QD

UR]NáDG SUHG\NW\ZQ\�

∫
Θ

= θθθ dypyypyyp t
t

tt
ft

t
ft )|(),|()|( )()()()( . (9)

5R]NáDG WHQ VWDQRZL SXQNW Z\M�FLD Z PRGHORZDQLX QLHSHZQR�FL ex ante o
SU]\V]á\FK �Z]JO
GHP t� VWRSDFK ]PLDQ UR]ZD*DQHJR LQVWUXPHQWX ILQDQVRZHJR
MDN L R GRZROQHM IXQNFML SU]\V]á\FK VWyS ]PLDQ L SDUDPHWUyZ� SRGOHJDM�FHM
]DLQWHUHVRZDQLX EDGDF]D� 5R]NáDG SUHG\NW\ZQ\ ���� ]H V]F]HJyOQ\P
XZ]JO
GQLHQLHP G]LHQQHM DNWXDOL]DFML GRVW
SQHJR V]HUHJX F]DVRZHJR VWyS

zmian, stanowi w modelu M1 SRGVWDZ
 Z ED\HVRZVNLHM Z\FHQLH RSFML Z F]DVLH
rzeczywistym.
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3. Analiza europejskiej opcji kupna

W chwili t (w momencie wystawienia) cena europejskiej opcji kupna DVt/t+s

o terminie realizacji t+s oraz cenie realizacji Kt, wystawianej na kurs walutowy
R ZDUWR�FL xt� MHVW UyZQD ZDUWR�FL RF]HNLZDQHM ]G\VNRQWRZDQHM Z\SáDW\
VNRMDU]RQHM ] W� RSFM�� SRU� Ghysels, Harvey i Renault (1995):

DVt/t+s=exp(–(rt
h –rt

f)⋅s)⋅E[(xt+s–Kt)
+]. (10)

)RUPXáD �xt+s–Kt)
+=max{0, xt+s–Kt ` ZH Z]RU]H ���� MHVW IXQNFM� Z\SáDW\ RSFML�

xt+s WR ]PLHQQD ORVRZD RSLVXM�FD QLHSHZQR�ü FR GR ZDUWR�FL NXUVX GRODURZHJR
w okresie realizacji opcji, rt

h to znana w chwili t VWRSD SURFHQWRZD ]ZL�]DQD ]
ZDOXW� NZRWRZDQ� �DQJ� home interest rate) a rt

f to stopa procentowa waluty
bazowej (ang. foreign interest rate�� : SUDNW\FH� Z FHOX SU]\EOL*RQHJR
REOLF]HQLD ZDUWR�FL UR]ZD*DQHM RSFML ZDOXWRZHM VWRVXMH VL
 ± QD PRF\ ]DáR*HQLD

R EUDNX DUELWUD*X ± XRJyOQLRQ\ Z]yU %ODFND L 6KROHVD SRGDQ\ SU]H] 0HUWRQD
�SRU� 0HUWRQ �������� ]ZDQ\ WH* IRUPXá� *DUPDQD�.RKOKDJHQD �SRU� Garman i
Kohlhagen (1983)):

DVt/t+s=xt⋅exp(–rt
f⋅s)N(d1) – Kt⋅exp(–rt

h⋅s)N(d2), (11)
gdzie:

s

ssrrKx
d

f
t

h
ttt

σ
σ ⋅+⋅−+=

2

1
5.0)()/ln(

, sdd σ−= 12 .

Symbol σ R]QDF]D SDUDPHWU ]PLHQQR�FL �DQJ� volatility� L RNUH�OD U\]\NR
]ZL�]DQH ] QLHSHZQR�FL� FR GR VWyS ]PLDQ NXUVX ZDOXWRZHJR �OLF]RQ\FK MDNR

0.01yj=ln(xj/xj-1)) w okresie realizacji opcji.
W praktycznych zastosowaniach (11), obok problemu szacowania

parametru σ� UR]ZD*D VL
 WDN*H ZVND(QLNL ZUD*OLZR�FL RSFML� :VSyáF]\QQLN

deltaRSFML LQIRUPXMH MDN PR*H ]PLHQLü VL
 ZDUWR�ü RSFML Z ]DOH*QR�FL RG ]PLDQ
kursu walutowego xj� 3DUDPHWU WHQ PR*H E\ü REOLF]RQ\ Z ND*GHM FKZLOL

SRPL
G]\ WHUPLQHP Z\VWDZLHQLD t a terminem realizacji kontraktu opcyjnego
t+s L GDQ\ MHVW MDNR SRFKRGQD F]�VWNRZD FHQ\ RSFML Z FKZLOL t+j Z]JO
GHP xt+j :

jt

sjtjt
jtt x

DV

+

+++
+ ∂

∂
= /

/δ , j=0,1,....,s. (12)

:VSyáF]\QQLN ���� MHVW VWRVRZDQ\ Z VWUDWHJLL QHXWUDOQHM Z]JO
GHP delty (ang.
delta neutral hedge; DNH�� NWyUD SR]ZDOD ]DEH]SLHF]\ü �URGNL QD SU]\V]á�
WUDQVDNFM
 RSF\MQ�� MH�OL Z\VWDZLRQR RSFM
 NXSQD L GRNRQDQR MHM VSU]HGD*\�
5R]ZD*DQD VWUDWHJLD SROHJD QD W\P� L* Z FKZLOL t+j od momentu sprzedania
RSFML NXSQD D* GR WHUPLQX UHDOL]DFML �j=0,1,...,s� QDOH*\ �QD SRWU]HE\ SU]\V]áHM

WUDQVDNFML ZDOXWRZHM MDND PR*H PLHü PLHMVFH Z FKZLOL t+s� G\VSRQRZDü δt/t+j
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ZDOXW\ ED]RZHM QD ND*G� MHGQRVWN
 WHM ZDOXW\ NXSRZDQHM SU]H] SRVLDGDF]D
opcji w chwili t+s. Oznaczmy przez W ZROXPHQ UR]ZD*DQHM WUDQVDNFML
RSF\MQHM� QD SU]\NáDG W ����� R]QDF]D� L* SRVLDGDF] RSFML NXSQD PD SUDZR Z

chwili t+s NXSLü G]LHVL
ü W\VL
F\ GRODUyZ SR NXUVLH Kt� =JRGQLH ]H VWUDWHJL�

DNH GOD ND*GHJR j=0,1,...,s QDOH*\ ]DEH]SLHF]\ü QDVW
SXM�F� LOR�ü LQVWUXPHQWX
podstawowego:

 Dt/t+j=W⋅δt/t+j ,   j=0,1,...,s. (13)

:L�*H VL
 WR ] ]DNXSHP ZDOXW\ QD U\QNX SR NXUVLH xt+j . Koszt strategii
QHXWUDOQHM Z]JO
GHP GHOW\ Z\QRVL ]DWHP Z FKZLOL t+j :

Ct/t+j=xt+j ⋅Dt/t+j  =xt+j ⋅W⋅δt/t+j ,   j=0,1,...,s. (14)

,QWHUHVXM�F\P ] SXQNWX ZLG]HQLD ]DVWRVRZD� MHVW NRV]W XWU]\PDQLD Z GDQHM

chwili t+j VWUDWHJLL QHXWUDOQHM Z]JO
GHP delty� MH�OL Z GQLX SRSU]HGQLP �t+j-1)
poniesiono (znane w chwili t+j � SHZQH NRV]W\ ]ZL�]DQH ] W� VWUDWHJL�� =Dáy*P\�
*H Z FKZLOL t+j-1 poniesiono koszt, oznaczony jako Ct+j-1. W chwili t+j  koszt
XWU]\PDQLD SR]\FML JZDUDQWXM�FHM delta-QHXWUDOQR�ü PD SRVWDü�

CCt/t+j= Ct/t+j  – Ct+j -1= xt+j ⋅W⋅δt/t+j  – Ct+j -1. (15)

: ]DOH*QR�FL RG QDNáDGyZ SRQLHVLRQ\FK Z SRSU]HGQLP GQLX NRV]W ���� PR*H
SU]\MPRZDü GRZROQH ZDUWR�FL U]HF]\ZLVWH ± Z W\P L XMHPQH� 0QLHMV]H RG ]HUD

ZDUWR�FL ]PLHQQHM CCt/t+j WR SU]\FKyG� Z\QLNDM�F\ ]H VSU]HGD*\ QD U\QNX
RGSRZLHGQLHM LOR�FL LQVWUXPHQWX ED]RZHJR �]DNXSLRQHJR Z FKZLOL t+j-1) tak,
aby w chwili t+j E\ü Z SRVLDGDQLX MHG\QLH W⋅δt/t+j  jednostek tego instrumentu a
QLH MDN Z\M�FLRZR W⋅δt/t+j-1 jednostek.

���3URJQR]D�]PLHQQR�FL�Z�PRGHOX�$5���±*$5&+������]
asymetriami

Praktyczne wykorzystanie (11) wymaga modelowania i prognozowania (na
SRGVWDZLH GRVW
SQHJR Z GDQHM FKZLOL V]HUHJX F]DVRZHJR VWyS ]PLDQ ± y(t))
SDUDPHWUX ]PLHQQR�FL VWyS ]ZURWX NXUVX ZDOXWRZHJR� /LWHUDWXUD ] ]DNUHVX
HNRQRPHWU\F]Q\FK PHWRG Z\FHQ\ RSFML ZVND]XMH� L* SURFHV\ *$5&+ V�

V]F]HJyOQLH F]
VWR X*\ZDQH Z V]DFRZDQLX SDUDPHWUX σ; por. Pagan i Schwert
(1990), Noh, Engle i Kane (1994), Duan (1995), Bauwens i Lubrano (1997). W
QLQLHMV]\P DUW\NXOH SU]\M
WR Z V]F]HJyOQR�FL ]D SDUDPHWU σ warunkowe
odchylenie standardowe zmiennej 0.01yj w chwili realizacji opcji (j=t+s)
uzyskane z modelu M1� =JRGQLH ] UyZQDQLHP ��� R]QDF]D WR� L*�

),(01.0 νγσσ dh stst ++ == , (17)
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gdzie ht+s MHVW ]DGDQH SU]H] IRUPXá
 ���� =EXGRZDQ\ QD SRGVWDZLH PRGHOX M1 i
GRVW
SQ\FK Z FKZLOL t danych – y(t)

± UR]NáDG σ:

),|),(01.0(),|( 1
)(

1
)( MydhpMyp t

stt
t

t νγσ +=  t=T, T+1,..., T+T' (18)

GRVWDUF]D SUREDELOLVW\F]QHJR RSLVX QLHSHZQR�FL ex ante o parametrze
]PLHQQR�FL� NWyUD Z\QLND ] ]DáR*H� PRGHORZ\FK RSDUW\FK R SURFHV *$5&+ ]
DV\PHWULDPL� SRU ��� L ���� 5R]NáDG\ ���� XPR*OLZLDM� Z\]QDF]HQLH UR]NáDGyZ

predyktywnych ceny opcji, wystawianej w chwili t; por. (11):

 pt(DVt/t+s| y
(t),Kt,rt

h,rt
f,M1), (19)

które dla t=T,T+1,...,T+T' VWDQRZL� �X]\VNDQ\ ] PRGHOX M1) formalny opis
QLHSHZQR�FL ex ante R FHQLH UR]ZD*DQHM HXURSHMVNLHM RSFML NXSQD� :VND(QLN

ZUD*OLZR�FL NRQWUDNWX opcyjnego – delta RSFML ± WDN*H PR*H SRGOHJDü
ZQLRVNRZDQLX� :\]QDF]RQ\ UR]NáDG SUHG\NW\ZQ\ WHJR SDUDPHWUX QD SRGVWDZLH

modelu M1:

 pt(δt/t+j | y
(t),Kt,rt

h,rt
f,M1),  t=T,T+1,..., T+T',  j=0,1,...,s, (20)

VWDQRZL SXQNW Z\M�FLD GR SRJá
ELRQHM DQDOL]\ VWUDWHJLL ]DEH]SLHF]DM�F\FK
Z\NRU]\VWXM�F\FK RSFMH� : V]F]HJyOQR�FL XM
FLH ED\HVRZVNLH SR]ZDOD

RV]DFRZDü QLHSHZQR�ü MDN� QLHVLH PRGHO M1 w zagadnieniu strategii
]DEH]SLHF]HQLD QHXWUDOQHM Z]JO
GHP delty� 5R]NáDG\ SUHG\NW\ZQH ZDUWR�FL
�URGNyZ MDN� Z FKZLOL t+j (j= 0,1,...,s� QDOH*\ �Z P\�O WHM VWUDWHJLL� ]DEH]SLHF]\ü

QD WUDQVDNFM
 RSF\MQ� Z FKZLOL UHDOL]DFML �Dt/t+j) oraz koszt zastosowania tej
strategii w chwili t+j (Ct/t+j) – por (13) i (14):

pt(Dt/t+j | y
(t),Kt,rt

h,rt
f,M1),  t=T,T+1,..., T+T',  j=0,1,...,s, (22)

pt(Ct/t+j | y
(t),Kt,rt

h,rt
f,M1),  t=T,T+1,..., T+T',  j=0,1,...,s, (23)

PRJ� RGJU\ZDü NOXF]RZ� URO
 Z SURJQR]LH UH]XOWDWyZ VWRVRZDQLD WHM VWUDWHJLL�

5. Analiza empiryczna

-DNR SU]\NáDG HPSLU\F]Q\ SUH]HQWXMHP\ Z\FHQ
 HXURSHMVNLHM RSFML NXSQD

(o terminie realizacji s=30 dni) wystawianej na kurs terminowy dolara
DPHU\ND�VNLHJR� 5R]ZD*RQR V]HUHJ F]DVRZ\ G]LHQQ\FK ORJDU\WPLF]Q\FK VWyS

]PLDQ ]áRWRZHJR NXUVX GRODUD Z GQLDFK �������� GR �������� �T+T’=1740
obserwacji). W okresie od 10.07.01 do 31.12.02 (T’+ 1=371 dni) dokonywano
G]LHQQHM DNWXDOL]DFML GRVW
SQHJR V]HUHJX F]DVRZHJR VWyS ]PLDQ� 'OD ND*GHJR

t=1370,...,1740, na podstawie szeregu y(t)
� Z\]QDF]DQR UR]NáDG\ a posteriori

parametrów modelu bayesowskiego M1:
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pt(θ| y(t),M1),  t=1370,...,1740,

Model M1 VWDQRZLá SRGVWDZ
 GR X]\VNDQLD �GOD ND*GHJR t=1370,..,1740)
UR]NáDGyZ SUHG\NW\ZQ\FK SDUDPHWUX ]PLHQQR�FL ����� :\]QDF]RQR WDN*H ± GOD
ND*GHJR t �������� ���� ± UR]NáDG\ SUHG\NW\ZQH IRUPXá\ Garmana-Kohlhagena
QD FHQ
 RSFML �SRU� ����� RUD] UR]NáDG\ delta opcji; por. (19). W formule (11) na
FHQ
 HXURSHMVNLHM RSFML NXSQD QD NXUV ZDOXWRZ\ MDN L GR REOLF]HQLD Z FKZLOL t
kursu terminowego Kt Z\PDJDQH V� VWRS\ SURFHQWRZH rt

f i rt
h
]ZL�]DQH ]

instrumentem bazowym (USD) i NZRWRZDQ\P �3/1�� : EDGDQLDFK SU]\M
WR�
GOD LQVWUXPHQWX ED]RZHJR� ���GQLRZ� GRODURZ� VWRS
 /,%25 �/,%86'��P��

oraz – dla instrumentu NZRWRZDQHJR ± ���GQLRZ� VWRS
 :,%25
�:,%3/1��P�� .XUV Z\NRQDQLD UR]ZD*DQ\FK RSFML Z\QRVL Z FKZLOL t:

Kt=xt⋅exp((rt
f- rt

h)⋅s/360); t=1370,..,1740.

7DEHOD � SUH]HQWXMH UR]NáDG\ SUHG\NW\ZQH IRUPXá\ Garmana-Kohlhagena
QD FHQ
 UR]ZD*DQHM RSFML RUD] SDUDPHWUX ]PLHQQR�FL X]\VNDQH GOD

t=1370,...,1740. Rysunek 1 prezentuje przebieg median predyktywnych (szare
linie), NZDUW\OL SUHG\NW\ZQ\FK �GZLH F]DUQH JUXEH OLQLH SU]HELHJDM�FH QDG L SRG
wykresami median) oraz NZDQW\OL U]
GX ���� L ���� �FLHQNLH OLQLH SU]HELHJDM�FH
pod wykresem NZDUW\OD U]
GX ���� L SRQDG Z\NUHVHP kwartyla 0.75)
UR]NáDGyZ FHQ\ RSFML� 2EVHUZXMH VL
 GX*� ZUD*OLZR�ü QD SRMDZLDM�FH VL
 QRZH

REVHUZDFMH VWyS ]PLDQ ]DUyZQR SRáR*HQLD� MDN L UR]SURV]HQLD UR]NáDGyZ
pt(DVt/t+s| y

(t),Kt,rt
h,rt

f,M1); t �������������� : RNUHVDFK JZDáWRZQ\FK Z\EXFKyZ

]PLHQQR�FL �NUyWNR SR t=1370 i w okolicach t=1500, 1590 lub t=1620)
UR]SURV]HQLH UR]NáDGyZ FHQ\ RSFML X]\VNDQH ] PRGHOX M1 JZDáWRZQLH Z]UDVWD�
-HGQRF]H�QLH RNUHV\ QLHZLHONLFK ZDKD� G]LHQQ\FK VWyS ]PLDQ SRZRGXM�

VNXSLDQLH VL
 W\FK UR]NáDGyZ �SRU� Rys. 1 t=1430-1470, t=1600, t=1670-1730).
0HGLDQD SUHG\NW\ZQD FHQ\ RSFML QLH]QDF]QLH Z]UDVWD ]D ND*G\P UD]HP� JG\

QDVW
SXMH Z]URVW ]PLHQQR�FL SRMDZLDM�F\FK VL
 QRZ\FK VWyS ]PLDQ QDWRPLDVW
SU]\MPXMH QL*V]H ZDUWR�FL Z RNUHVDFK QLHZLHONLHJR QDVLOHQLD ZDKD�� -HG\QLH

EDUG]R GX*H VNRNL Z ZDUWR�FL NXUVX GRODUD� RG]ZLHUFLHGORQH GX*\PL ZDKDQLDPL
stóp zmian (por. Rys. 1 dla t ����� PRJ� SRZRGRZDü GX*H ]PLDQ\ Z
SDUDPHWU]H SRáR*HQLD UR]NáDGX pt(DVt/t+s| y(t),Kt,rt

h,rt
f,M1�� 0R*QD VWZLHUG]Lü

]DWHP� L* SURFHV *$5&+ ] DV\PHWULDPL �VWDQRZL�F\ SRGVWDZ
 VSHF\ILNDFML M1)
JHQHUXMH SURJQR]\ SDUDPHWUX ]PLHQQR�FL� NWyUH SRZRGXM�� L* UR]NáDG

SUHG\NW\ZQ\ FHQ\ RSFML �ZUD] ] QDSá\ZHP QRZ\FK GDQ\FK� QLH ]PLHQLD ]E\W
JZDáWRZQLH SRáR*HQLD� : PRGHOX M1 EDUG]R ZUD*OLZH QD SRMDZLDM�FH VL

REVHUZDFMH MHVW QDWRPLDVW UR]SURV]HQLH UR]NáDGX FHQ\ RSFML�

5\VXQHN � Z 7DEHOL � SUH]HQWXMH UR]NáDG\ SUHG\NW\ZQH SDUDPHWUX
]PLHQQR�FL� 0RGHO M1� NWyUHJR SRGVWDZ� MHVW SURFHV *$5&+ ] DV\PHWULDPL�

JHQHUXMH UR]NáDG\ SUHG\NW\ZQH SDUDPHWUX σ EDUG]R ZUD*OLZH QD SRMDZLDM�FH

VL
 QRZH REVHUZDFMH Z V]HUHJX y(t)
� 5\VXQHN � ZVND]XMH� L* Z\EXFK\

ZDKOLZR�FL VWyS ]PLDQ SRZRGXM� ]ZL
NV]DQLH UR]SURV]HQLD UR]NáDGyZ
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pt(σ| y(t),M1�� 1LH REVHUZXMH VL
 QDWRPLDVW GX*\FK ]PLDQ SRáR*HQLD W\FK
UR]NáDGyZ� 0HGLDQD SUHG\NW\ZQD SDUDPHWUX ]PLHQQR�FL SR]RVWDMH Z W\P
VDP\P REV]DU]H ZDUWR�FL QDZHW Z RNUHVDFK QDVLOHQLD ZDKD� VWyS ]PLDQ �SRU�

Rys. 2, t=1580 lub 1620).
Dalsza analiza empiryczna dotyczy rezultatów stosowania strategii

]DEH]SLHF]DM�FHM QHXWUDOQHM Z]JO
GHP delty (strategii DNH) dla opcji
Z\VWDZLRQHM QD G]LH� ���������� �t=1370), o terminie realizacji s=30 dni. Kurs
wykonania tego kontraktu opcyjnego wynosi Kt=4.3335. Tabela 2 przedstawia
UR]NáDG\ SUHG\NW\ZQH SDUDPHWUX delta opcji wystawionej 10.07.2001 w czasie
trwania kontraktu; pt+j(δt/t+j | y

(t+j ),Kt,rt
h,rt

f,M1), t=1370 oraz j=1,...,30 (por. Rys.
3). Podobnie jak poprzednio na wykresie prezentujemy mediany, kwartyle
U]
GX ���� L ���� RUD] NZDQW\OH ���� L ���� UR]ZD*DQ\FK UR]NáDGyZ� 'UXJL
wiersz Tabeli 2 zawiera wykresy, na których odniesiono prawdziwy kurs dolara
DPHU\ND�VNLHJR Z F]DVLH WUZDQLD RSFML ± xt+j ; t=1370, j=1,..,30 (gruba linia) –
do kursu wykonania opcji (pozioma cienka linia). W czasie trwania kontraktu
RSF\MQHJR UR]NáDG\ SDUDPHWUX δt/t+j  (t=1360, j �������� ]PLHQLDM� SRáR*HQLH MDN L
UR]SURV]HQLH� =JRGQLH ] LQWHUSUHWDFM� WHJR SDUDPHWUX Z NRQWHN�FLH VWUDWHJLL

DNH, MH*HOL REVHUZRZDQ\ ] GDQ\P GQLX t+j NXUV ZDOXWRZ\ MHVW Z\*V]\ QL*

FHQD Z\NRQDQLD� WR UR]NáDG\ delty V� ]ORNDOL]RZDQH Z RNROLFDFK MHG\QNL�

5R]NáDG\ pt+j(δt/t+j | y(t+j ),Kt,rt
h,rt

f,M1� ]ZL
NV]DM� UR]SURV]HQLH ]DZV]H ZWHG\�
gdy kurs xt+j RGGDOD VL
 RG NXUVX Z\NRQDQLD Kt (por. Rys. 3; j=9 do 12).
=EOL*DQLH VL
 SUDZG]LZ\FK ZDUWR�FL NXUVX ZDOXWRZHJR GR NXUVX Z\NRQDQLD
RSFML SRZRGXMH� L* UR]NáDG\ WH XOHJDM� VLOQHPX VNXSLHQLX �SRU� 5\V �� j=8, j=19
lub j=29).

'OD RSFML Z\VWDZLRQHM ���������� UR]ZD*RQR NRV]W\ VWRVRZDQLD L
XWU]\PDQLD VWUDWHJLL QHXWUDOQHM Z]JO
GHP delty. Rysunek 4 w Tabeli 2 zawiera
UR]NáDG\ SUHG\NW\ZQH NRV]WyZ Ct/t+j  (por. (14)) dla t=1370 i j=1,2,..,30. Na
5\VXQNX � V]DU� OLQL� QDQLHVLRQR ]áRWRZ� ZDUWR�ü W=10000 dolarów
�ZROXPHQX UR]ZD*DQHM WUDQVDNFML RSF\MQHM�� MH�OL ]D NXUV Z\PLDQ\ SU]\MPLH VL


xt+j  (t=1370, j=������������ 8]\VNDQH UR]NáDG\ SUHG\NW\ZQH Ct/t+j SR]ZDODM�
VWZLHUG]Lü� L* ± Z P\�O VWUDWHJLL DNH ± QDOH*\ ]DEH]SLHF]\ü �Z FKZLOL t+j  na
WUDQVDNFM
� NWyUD PR*H PLHü PLHMVFH Z FKZLOL t+��� ]QDF]QLH PQLHM �URGNyZ
QL* Z\QLND WR ] ZDUWR�FL U\QNRZHM W=10000 dolarów. Dla t ����� UR]NáDG
pt+j(Ct/t+j | y

(t+j ),Kt,rt
h,rt

f,M1� MHVW ]ORNDOL]RZDQ\ Z LQQ\FK REV]DUDFK QL* SRáR*HQLH
ZDUWR�FL ZROXPHQX WUDQVDNFML� 5\VXQHN � Z\UD(QLH ZVND]XMH� L* UR]NáDG\
kosztu Ct/t+j NXPXOXM� ZL
NV]R�ü PDV\ SUDZGRSRGRELH�VWZD Z UHMRQDFK

]QDF]QLH QL*V]\FK NRV]WyZ ]DEH]SLHF]HQLD �URGNyZ QD WUDQVDNFM
 RSF\MQ� QL*
WH� NWyUH Z\QLNDá\E\ ] ZDUWR�FL W=10000 dolarów w chwili t+j. Mediany
UR]NáDGyZ SUHG\NW\ZQ\FK NRV]WX Ct/t+j V� X]DOH*QLRQH RG SRáR*HQLD NXUVX xt+j

Z]JO
GHP NXUVX Z\NRQDQLD RSFML Kt. Jedynie dla j � ]áRWRZ\ NXUV GRODUD

QLHVSRG]LHZDQLH SRGQRVL VL
 ]QDF]QLH SRQDG NXUV Z\NRQDQLD Kt i dlatego w tym
dniu koszt utrzymania strategii delta�QHXWUDOQHM QLHPDO MHVW UyZQ\ ZDUWR�FL
rynkowej wolumenu transakcji. .ZDQW\OH U]
GX ���� UR]NáDGyZ Ct/t+j OH*�
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SRQL*HM ZDUWR�FL ����� ]áRW\FK� FR ZVND]XMH� L* SUDZGRSRGRELH�VWZR a
posteriori V\WXDFML� *H NRV]W VWUDWHJLL delta�QHXWUDOQHM Z\QLHVLH ZL
FHM QL* �����
MHVW QL*V]H QL* ����� SRU� 5\V� �� j=3,4,...,30.

6. Podsumowanie

=DVDGQLF]\P FHOHP SUDF\ E\áR ]DVWRVRZDQLH SURFHVX *$5&+ ]

DV\PHWULDPL �SRU� 2VLHZDOVNL L 3LSLH� ������� GR PRGHORZDQLD ]PLHQQR�FL VWyS
zwrotu kursu walutowego oraz do wyceny europejskiej opcji kupna tego kursu.
: RNUHVLH RG ���������� GR ����������� GRNRQXM�F ± ]JRGQLH ] QDSá\ZHP

QRZ\FK GDQ\FK ± ED\HVRZVNLHM DNWXDOL]DFML UR]NáDGyZ a posteriori, uzyskano
UR]NáDG\ SUHG\NW\ZQH FHQ\ RSFML� SDUDPHWUyZ ]PLHQQR�FL� ZVND(QLNyZ

ZUD*OLZR�FL delta RSFML RUD] NRV]WyZ VWRVRZDQLD VWUDWHJLL ]DEH]SLHF]DM�FHM

delta-neutralnej (DNH).
=DVWRVRZDQLH SRGHM�FLD ED\HVRZVNLHJR ± Z SRá�F]HQLX ] G]LHQQ�

DNWXDOL]DFM� GRVW
SQHJR V]HUHJX F]DVRZHJR GDQ\FK ± XPR*OLZLáR SRJá
ELRQ�
DQDOL]
 UR]ZD*DQHM HXURSHMVNLHM RSFML NXSQD� 8]\VNDQH Z\QLNL SR]ZDODM�

VWZLHUG]Lü� L* PRGHO M1 �RSDUW\ R SURFHV *$5&+ ] DV\PHWULDPL� JHQHURZDá
UR]NáDG\ SUHG\NW\ZQH EDUG]R ZUD*OLZH QD QDSá\Z QRZ\FK GDQ\FK� 3RMDZLDM�FH
VL
 Z\EXFK\ ZDKOLZR�FL VWyS ]PLDQ SRZRGRZDá\ Z]URVW UR]SURV]HQLD

UR]NáDGyZ SUHG\NW\ZQ\FK FHQ RSFML� SDUDPHWUX ]PLHQQR�FL L LQQ\FK ZLHONR�FL�
SRGF]DV JG\ RNUHV\ QLHZLHONLFK ZDKD� RZRFRZDá\ VNXSLDQLHP VL
 W\FK

UR]NáDGyZ�
W arW\NXOH SRGGDQR V]F]HJyáRZHM DQDOL]LH SRG Z]JO
GHP VWRVRZDQLD

strategii delta-neutralnej (DNH� RSFM
 Z\VWDZLRQ� ����������� 5R]NáDG\

predyktywne parametru delta RSFML XPR*OLZLDM� SURJQR]
 NRV]WyZ VWRVRZDQLD
strategii delta�QHXWUDOQHM� %D\HVRZVNLH XM
FLH SURJQR]\ GRVWDUF]\áR Z SRVWDFL

UR]NáDGyZ SUHG\NW\ZQ\FK NRV]WyZ VWUDWHJLL DNH Z]RUFD QLHSHZQR�FL ex ante
R QDNáDGDFK Z\PDJDQ\FK GR VWRVRZDQLD WHM VWUDWHJLL�
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Tabela 1. 5R]NáDG\ SUHG\NW\ZQH FHQ\ RSFML �5\V��� RUD] ]PLHQQR�FL �5\V���

Rys. 1
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Tabela 2. 5R]NáDG\ SUHG\NW\ZQH SDUDPHWUX GHOWD RSFML Z\VWDZLRQHM ����������

�5\V��� RUD] WRZDU]\V]�F\FK NRV]WyZ VWRVRZDQLD VWUDWHJLL '1+ �5\V���
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