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Procesy zawierajgce stochastyczne pierwiastki
jednostkowe — identyfikacja i zastosowanie

1. Wstep

Wiegkszos$¢ literatury zwiazanej z analiza szeregéw czasowych dotyczy
procesow w ktorych stopien integracji jest staly. Powszechnie znany w
literaturze przedmiotu model ARIMA (Box Jenkins, 1983) przyjmuje, ze
niektore pierwiastki wielomianu charakterystycznego leza na kole
jednostkowym. Zaklada sie rowniez, ze wszystkie pierwiastki przyjmuja state
wartosci, czyli nie podlegaja zmianom w czasie. Najprostszym przyktadem
takiego procesu jest model bladzenia przypadkowego okreslany jako proces
zintegrowany stopnia pierwszego, zawierajacy jeden pierwiastek jednostkowy.
Okazuje sie jednak, Ze istnieje potrzeba (Granger i Swanson, 1997Sollisi in.,
2000) analizy procesow o0 zmiennym stopniu integracji, w ktorych pierwiastki
wielomianu charakterystycznego oscyluja w czasie wokot jedynki i przyjmuja
czasem wartosci znajdujace si¢ na kole jednostkowym, a czasem poza nim.
Modele te okre$la si¢ jako modele ze stochastycznym pierwiastkiem
jednostkowym (ang. stochastic unit root processes; STUR). W modelach tych
zaklada si¢ zmienno$¢ parametréw w czasie, a tym samym zmienno$¢
pierwiastkow wielomianu charakterystycznego. Badana klasa procesow, byla po
raz pierwszy rozwazana w literaturze w potowie lat 90-tych (por. Leybourne,
McCabe i Mills, 1996; Leybourne, McCabe i Tremayne, 1996; Granger i
Swanson, 1997 uwagi na rozpatrywana tu w ujeciu dynamicznym losowos¢
parametrow, modele ze stochastycznym pierwiastkiem jednostkowym mozna
réwniez traktowaé jako szczegolny przypadek znanych juz w wczesniejszej
literaturze modeli ze zmiennym parametrem; por. Judge i in. (1985).
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2. Posta¢ modelu i estymacja MNW

Procesy typu STURs{ochastic unit rootsmozna zapisa¢ w postaci ogdlnej
jako:

J/I :azyt—l+£1! (1)
gdzie:

a, =a, +9,,

d, =0,

51 = p51—1 +r]l 1 (2)

przy czym | p|<1. Ponadto g, ~ N(0,0%) i n, ~N(0,w”) sa od siebie
niezalezne.

Dla a, =1 i w* =0, y, jest procesem bladzenia losowego. Jesli a, =1 i
w’ >0 to mamy do czynienia z procesem, ktérego srednia zawiera pierwiastek
jednostkowy, i ktOry jest nazywany procesem ze stochastycznym pierwiastkiem
jednostkowym.

Analizowana w dalszej cze$ci pracy posta¢ modelu ze stochastycznym
pierwiastkiem jednostkowym ma postac:

Ayl =51yt—l TE, (3)
0, =po,, +n,, (4)

gdzie y, oznacza obserwowany proces w czasratomiaste, i 1, oznaczaja
tak jak poprzednio niezalezne wzgledem siebie gaussowskie biale szumy o
$redniej zero i wariancji réwnej 0> i w’. Réwnanie (3) mozna przedstawi¢ w
réwnowaznej formie, mianowicie

yl=(1+5l)yl—l+£l' (5)

Gdy p=0 i w® =0 to parametd, dla wszystkich przyjmuje wartosci réwne
zero i otrzymujemy proces btadzenia przypadkowego.

Uzytecznym narzedziem do estymacji parametréw modelu (3)-(4) jest
metoda najwigkszej wiarygodnosci oparta o filtr Kalmana i zwiazany z nim
model przestrzeni stanéw. Niech, oznacza (nx1) wymiarowy wektor
obserwowanych zmiennych w czasie Model przestrzeni stanéw mozna
zapisa¢ jako (Harvey, 1989; Hamilton, 1994; Gorka, 1997):
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z, =HE +w,, (6)
Et :FEI—I +Vt ' (7)

gdzie rownanie (8) okresla sie jako wyjscia lub obserwacji, réwnanie (7) jest
réwnaniem stanug, oznacza(rx1) wymiarowy wektor stanufF i H, sa
kolejno macierzami stanu oraz wyjscia o wymiarach (r Xr) [ (nxr). Wektory
w, i v, o wymiarach (nx1) oraz (x1) sa wektorami biatych szuméw,
mianowicie

A\ R dlat=1 . N\ O dlat=t1
E(‘/VIWT):E| IE(vtvr):D y
0 dlat#t 00 dlat#1

gdzieR i Q sa macierzami o wymiarach (nxn) i (rxr). Dodatkowo zaklada
si¢ niezalezno$¢ wektorow w, i v,.

Oznaczmy przezft_1 wektor stanu oszacowany w oparciu o informacje
dostgpne w chwili ¢ —1 oraz przez¥,_, wariancjg¢ tego oszacowania

Wi = El_(gt—l - Et—lxgt—l - ft—l)J- (8)

Zalézmy, ze chcemy estymowaé &, w oparciu 0é,_;. Korzystajac z rownania

(7) prognoza &, oznaczong przez ét‘t_l jest

Et\t—l =Féi, 9
natomiast wariancja bledu predykcji wynosi:

Wt\t—l = El,(ﬁrt _5t\t—1kt _Et\t—l)J: FW 4 F'+Q. (10)
Prognozg z, przy danymft‘t_l uzyskuje si¢ z rdwnania (6):

2t\t—l = Htft\t—l (11)

z bledem réwnym

U =2 — zt\t-l (12)
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i jego wariancja

K, =E(u,u,')=H,'W, H +R. (13)

-1

Korzystajac z wlasnosci wielowymiarowego rozktadu normalnego, oczekiwana
wartosci €, przy danymz, mozna uzyska¢ z rOwnania

St =&y + Wy Hi Kt_l(zt - Htlgt‘t—l)’ (14)
Z wariancja rowna:

We =Wy _Wtit—lHt Kt_lHt'\Nt‘t—l' (15)

Filtr Kalmana oblicza zatem prognoze &, w sposob rekurencyjny, przyjmujac

warto$ci poczatkowe dla W, i &, . Dalsze szczegdly na ten temat filtru Kalmana

mozna znalez¢ m.in. w pracy Hamiltona (1994).
Jezeli poczatkowy wektor stanu &, oraz w, i v, maja wielowymiarowe

rozklady normalne to warunkowy rozklad 2z, wzgledem wczesniejszych
obserwacji Z,_, =(z,'_1,z,'_2,...,zi) i nieznanych wartos$ci parametrow 6

znajdujacych si¢ w F, Q i R jest rdwniez rozkladem normalnym ze $redniag i
wariancja dana odpowiednio w punkcie (11)i (13)

2|Z;4,0~ N(Htlgt‘t—l’ Ht’VVt\t—lHt + R)'

Oznaczajac przez T liczbe obserwacji, logarytm funkcji wiarygodno$ci mozna
zapisaé:

nT 1« le -
INL=-—@21)-2$ NK|-Z$ u Ky, (6)
2 2; 2;

Wykorzystujac modele przestrzeni stanéw, réwnanie (3) mozna traktowac
jako réwnanie obserwacji, natomiast roéwnanie (4) jako rownanie stanu.
Oznaczmy przez6 wektor parametrow w modelu (3)-(4), mianowicie
0 :(p,a z,wz). Nieznane wartosci parametrow uzyskuje si¢ wigc poprzez
maksymalizacje funkcji wiarygodnosci; rdwnanie (6).
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3. Testowanie stochastycznych pierwiastkéw jednostkowych

Hipotezy w tescie LMT (Leybourne, McCabe iTremayne) dotycza
wariancji w’, czyli modelu zmiennosci parametréw. H, :w’ =0 (0znacza
bladzenie przypadkowe lub w uogélnionym przypadku ARIMA(p,1,0))
H, :w’ >0 . Rozwaza sie przyjecie réznych formut testu zaleznie od modelu

bedacego podstawag badania. W celu uniknigcia wplywu ewentualnego trendu
deterministycznego, autorzy proponuja rozszerzenie modelu o trend liniowy
lub 2-go stopnia. Ponadto mozliwe jest rozszerzenie specyfikacji rownania
poprzez wlaczenie do modelu opoznionych wartosci zmiennej endogenicznej.
Procedura testowania przebiega w nastepujacy sposob:

Niech

Y =0,y tE, 17)
gdzie

4
yzl =V _PI _Z‘piyt—l ) (18)
=

przy czym P, jest sktadnikiem deterministycznym, np. trendem postaci
P,=B+y+0tt+1)/2 lub P, =B +y, natomiast czg$¢ autoregresyjna w
(17) jest stacjonarna i peilni role podobna jak rozszerzenie w tescie ADF
(AugmentedDickey-Fuller). Jezeli w H, | p|<l1, to statystyke Z oblicza si¢ na

podstawie nastgpujacej zaleznosci, oszacowangj KMNK

p
Ayl :Af)l +Z¢1Ayl—l+sl ' (19)
StatystykaZ ma postac:
3 T -1
z=T07k"y e, g(sf —02), (20)

gdzie:
2=7" Ze orazk’ =T7" ( o)z

Zaleznie od wyboru postaci trendu Pl, Iub P,, oznacza si¢ ja jako Z, lub Z,.

Test jest odporny na transformacj¢ logarytmiczna oraz efekt ARCH, z
wyjatkiem IGARCH (por. Granger i Swanson, 1997).



278 Jacek Kwiatkowski, Magdaler@siriska

Wartosci krytyczne generowane przy zatozeniu zerowej kowariancji pomigdzy

g, i €] dla wybranych poziomdw istotno$ci zostaty przedstawione w tablicy 1.

t

Tablica 1. Wybrane wartosci krytyczne testu LMT.

T p=001 p=0,05 p=01
50 0,349 0,215 0,161
100 0,320 0,192 0,142
250 0,289 0,168 0,122
500 0,278 0,161 0,114
1000 0,261 0,149 0,104
Zrédto: Leybourne, McCabe i Tremayne (1996)
oraz Granger i Swanson (1997).

4. Prébkowe wtasnosci estymatora MNW

Badania wlasnoséci probkowych estymatoréw przedstawionych w drugim
punkcie dokonano za pomoca symulacji Monte Carlo. W tym celu
wygenerowano 1000 realizacji procesu opisanego réwnaniami (3) — (4), a
nastepnie estymowano jego parametry maksymalizujac funkcje najwigkszej
wiarygodnosci przedstawiona w punkcie drugim. Badane szeregi sktadaty si¢ ze
100, 250 i 500 obserwacji. W oparciu o uzyskane wyniki dla kazdego parametru
obliczono wspolezynnik  zmiennosci, ktéry jest ilorazem prébkowego
odchylenia standardowego i S$redniej arytmetycznej badanego estymatora.
Tablica 2 przedstawia obliczone na podstawie ocen parametrow wspotczynniki

zmiennosci: D(é)/ E(é), dodatkowo w celu zbadanjaébkowego obciazenia
estymatoréw obliczono iloragrébkowej $redniej arytmetycznej i prawdziwej
wartos$ci parametru [E(é)/ QJ -1, przy réznych wartosciach w?.

Analizujac wyniki zamieszczone w tablicy 2 mozna stwierdzi¢, ze metoda

najwigkszej wiarygodnosci pozwala uzyskaé¢ stosunkowo dobre wyniki
szczegolnie dla duzej proby tj. 7 = 500 . Najdokladniejsze wyniki uzyskano dla

wariancji sktadnika losowego w réwnaniu obserwacji . W poréwnaniu z
pozostatymi parametrami wydaja si¢ by¢ najbardziej zblizone do prawdziwych
wartosci, zardwno ze wzgledu na relatywnie mala probkowa wariancje jak i
obciazenie.

Najmniej doktadne wyniki otrzymano dla wariancji sktadnika losowego w
rownaniu stanuw’. W przewazajacej wickszosci sa znacznie gorsze niz dla
pozostatych parametréw, szczegélnie dla malej proby 7 =100. Wartosé

wariancji skladnika losowego w’ ma rowniez zasadniczy wplyw na doktadnosé
uzyskiwanych wynikow dla pozostatych parametréw, mianowicie poréwnujac
wyniki otrzymane przy réznych wartosciach w’ mozna stwierdzié, ze dla
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mniejszej wartosci wariancji sktadnika losowego uzyskane wyniki dla
wszystkich parametrow charakteryzuja si¢ wieksza wariancgja i obcigzeniem.

5. Analiza procesu STUR na przyktadzie indeksu WIG20

W zakresie testowania i estymacji procesOw ze stochastycznym
pierwiastkiem jednostkowym, analizie poddano tygodniowy kurs indeksu
WIG20 od lipca 94 do konca marca 2002. Analizowany szereg skladal si¢
zatem z 380 obserwacji tygodniowych. Wartos$¢ statystyki Z dla tego szeregu
wyniosta 0,219, co przy 5%  procentowym poziomie istotnosci moze
wskazywac, ze jest to proces, ktorego $rednia zawiera pierwiastek jednostkowy.
Wyniki ocen parametrow uzyskane w poparciu o przedstawiong wczesniej
metode najwigkszej wiarygodnosci daly nastepujace punktowe oceny
parametrow: p =-0.08794, w’ =1.51464E-06, o2 =2.13929. Rysunek 1
przedstawia punktowa oceng parametru o, =1+ 9, , ktéra uzyskano za pomoca

filtru Kalmana. Otrzymane wyniki sa zbiezne z wynikami publikowanymi w
pracySollisi in. (2000) dla danych gietdowych.

1.015
1.010

1.005 ) i | Il ll
1.000
0.990

0985 L O N I O O B
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Rysunek 1. Punktowa ocena parametgu=1+9; dla Wig20.
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Tablica 2. Wyniki estymacji MNW przeprowadzonej w oparciu o symulacje Monte Carlo dla 1000 powtdrzen na szeregach o dlugosci
100, 250 i 500. W tabeli zamieszono obliczone na podstawie ocen parametréw wspdtczynniki zmiennosci: D(@)/ E@), (styl

standardowy czcionki) oraz ilorgzobkowej sredniej arytmetycznej i prawdziwej wartosci parametru E@)/ 0|-1 (kursywa).

7 =100 7 =250 T =500 7 =100 T =250 7 =500
p=02 2.243;-0.085 |1.332;-0.103 |0.620;-0.063 | p=02 2.775:0.056 |2.635;-0.112 |1.716;0.021
w? = 0,01 0.835;0.140 |0.377;-0.024 |0.200;-0.017 w? = 0,001 1.614;4.972 |1.395;0.703 |0.816;0.086
o2 =1 0.237:0.049 |0.155;0.004 |0.123;0.028 o? =1 0.188;-0.137 |0.130;-0.043 |0.097;0.012
p=0,6 0.606;-0.109 |0.283;-0.039 |0.108;-0.026 | p=0.6 0.764;-0.115 |0.616;-0.089 |0.410;-0.045
w? = 0,01 0.791;0.111 |0.320;0.019 |0.174;0.044 w? = 0,001 2.035;3.917 |1.229;0.467 |0.685;0.066
o? =1 0.241;-0.077 |0.168;-0.000 |0.138;0.015 o2 =1 0.1869;-0.130 | 0.126;-0.042 |0.095;-0.017
0 =09 0.222;-0.096 |0.054;-0.044 |0.031;-0.033 | p=0,9 0.321;-0.123 |0.164;-0.049 |0.063;-0.018
w? = 0,01 0.799;0.319 |0.461,0.415 |0.329;0.512 w? = 0,001 2.191;1.698 |1.118;0.250 |0.293;0.055
o? =1 0.335;-0.031 |0.289;-0.012 |0.213;-0.007 o2 =1 0.198;-0.134 |0.130;-0.050 |0.109;-0.028

Zrédlo: obliczenia wlasne.




