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Kointegracja heteroskedastyczna

1. Wstep

Heteroskedastycznos¢ jest obecna w wielu makroekonomicznych i
finansowych szeregach czasowych (Bollerslev, Chou, Kroner (1992), oraz Bera,
Higgins (1993)). Zalozenie o stalosci wariancji warunkowej w niestabilnych
szeregach cen oraz wskaznikéw ekonomicznych jest nierealne oraz
niepraktyczne. Badania prowadzone w latach osiemdziesiatych wykazaty, ze w
wielu makromodelach opartych na szeregach czasowych wariancja sktadnika
losowego jest znacznie mniej stabilna niz to zwykle zaktadano (Welfe (1998)).
Ma to migjsce najczesciej w przypadku modeli proceséw finansowych, co
mozna rowniez uzasadni¢ odwotujac sie do teorii ekonomicznych thumaczacych
ksztaltowanie sig tych zjawisk. Problem zmiennej w czasie wariancji sktadnika
losowego mozna rozwigza¢ za pomoca modelu ARCH lub modeli bedacych
jego rozszerzeniem (modele klasy ARCH).

Pojecie kointegracji zaproponowane przez Grangera (1981) a nastgpnie
rozwinigte przez Engel’a i Grangera (1987) popularnos¢ swa zyskato dzigki
dwdém pozornie sprzecznym faktom: (1) w ekonomicznych szeregach pojawiaja
si¢ pierwiastki jednostkowe, (2) teoria ekonomii czgsto sugeruje wystepowanie
réwnowagi lub relacji dlugookresowej pomiedzy zmiennymi. W klasycznym
modelu kointegracji (model E-G) zaklada si¢, ze procesy y,,x, ~I(l) za$

reszty z zaleznosci dtugookresowej u, ~1(0). Hansen (1992) zauwazyl, ze

modelkointegracyjny sformutowany przez Engle’a i Grangera jest zbyt ogdiny,
aby obejmowaé wszystkie niestacjonarne szeregi ekonomiczne. Reszty regres;ji
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modelukointegracyjnego rdznig si¢ stochastycznie od regresorow, ktdre maja
ustalong s$rednia i ograniczong wariancje. Mozemy spodziewal wzrostu
wariancji resztowej pod wplywem wzrostu ,,rozmiaru”(wagi) regresorow, jak
roOwniez zmian wariancji resztowej w czasie z powodu zmieniajacych sig¢
wspotezynnikow. Reasumujac mozemy spodziewaé si¢ niestacjonarnosci
wariancji resztowej w czasie.

Pojecie modelu heteroskedastycznej kointegracji (HCI) zaproponowat
Hansen (1992). Osfabit on zalozenia klasycznego modelu E-G. Jedynymi
zatozeniami dotyczacymi roéwnania kointegrujacego sa: (1) x, ~I(1), (2)
reszty réwnania(w,) sq procesem wspotzintegrowanym® (BI). Zatozenie (2) nie
stoi w sprzecznosci z klasycznym zalozeniem, gdyz proces BI jest procesem
1(0).

Hansen, w swojej pracy, podal dwa uzasadnienia dla modelu HCI:

1. Szeregix, i w, charakteryzuja si¢ wariancja, ktora rosnie w tym samym
tempie.
2. W badaniach ekonomicznych coraz czesciej uzywa sie modeli ze zmiennymi

w czasie parametrami (TVP). Rozwazmy dla przykladu regresje liniowa ze

zmiennym w czasie parametrem,

Y, = Bx, tu, )

B, =B+v, (2)
Model opisany rownaniami (1)-(2) mozna zapisa¢ w rownowaznej postaci

Ve = th tvx, tu, (3

Jezeli szereg x, ~ I(1) , to wowczas model (3) staje si¢ modelem HCI, gdzie
v,x, jest procesem Bl. Model (3) sugeruje, ze reszty beda proporcjonalne do
regresora, tzn. duze zakldcenia beda wystgpowal czgsciej, gdy proces x,

bedzie osiagat duze wartosci.
Celem referatu jest przedstawienie wlasnosci procesu Bl oraz prezentacja
modelu heteroskedastycznej kointegracji.

2. Procesy wspoizintegrowane

Hansen (1992) w swojej pracy wprowadza pojecie  procesu
wspolzintegrowanego.

Procesw, generowany przea, =o,u,, gdzieog, ~I(1) oraz u, ~ I1(0)
nazywamy procesemspotzintegrowanym (bi—integrated- Bl).

Procesu, jest rozumiany jako ,.czg$¢ stacjonarna” procesu w,, natomiast

proceso, (a doktadniej g/ ) — jako ,,cze$¢ wariancyjna”.

! Ang. bi—integrated Nie nalezy tego tlumaczy¢ jako podwojnie zintegrowanego.
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Niech

w,=0,u,, 4)
gdzieo, =0, +v,,zaé u, ~ NID(0,3,), v, ~ NID(0,3, ), wéwczas
E(w,)= 0 (5)
var(w,) = Elo2u? )= 5252 (¢ +1). jesli cov{, v,)=0 (6)
COV(W,W,_S)z E(U,u,a,_su,_s.): 0 (7

Zatem wariancja procesu Bl, podobnie jak wariancja proegsyest funkcja

czasu, za$ autokorelacja nie wystgpuje. Ponadto proces w, charakteryzuje si¢

tendencja do czegstego przecinania swojej wartosci $redniej. Poszczegdlne
wykresy realizacji procesu Bl przypominaja proces typu GARCH. Analiza
funkcji autokorelacji (ACF), oraz funkcji autokorelacji czastkowej (PACF)
procesu BI oraz réznych proceséw GARCH pozwolita na sformutowanie
nastepujacych wnioskow:

4.

wartosci wspotczynnikéw ACF i PACF dla procesu Bl sa statystycznie
nieistotne,

wartosci wspotczynnikéw ACF dla kwadratow realizacji sa statystycznie
istotne. Ponadto ich zanikanie nastgpuje bardzo wolno (wolniej niz dla
procesow typu GARCH, dla ktérych ACF urywa sie po
kilku/kilkudziesieciu opoznieniach w zaleznosci od odleglosci sumy ocen
parametrow od jedynki), co swiadczy o dlugiej pamigci wariancji procesu.
Zatem procesy Bl przypominaja procesy IGARCH,

wartosci wspotczynnikow PACF dla kwadratow obserwacji sa statystycznie
istotne. Ich zanikanie nast¢puje, choé nie mozna stwierdzié, ze wszystkie
wartosci  wspotezynnikow  po  kilku/kilkudziesigciu  opoznieniach sg
statystycznie nieistotne,

w granicznych przypadkach odréznienie procesu Bl i GARCH z suma
parametréw bliska jednosci za pomoca ACF i PACF jest niemozliwe.

Dla zilustrowania na rys. 1 przedstawiono przyktadowa realizacje procesu BI,
GARCH i ARCH. Proces generujacy dane dla poszczegolnych przypadkow ma

postac:
proces Bl
w, =0u,, (8)
o,=0,,+v,, U,V, ~NID(0,1), 9)
proces GARCH
&l vias ¥io -~ NO 1), (10)
h, =0.1+0.89,_ +0.12,, (11)
proces ARCH
&l vias Yio -~ NO 1), (12)

h, =0.1+0.4e, +03g’, +0.2¢}, +0.05¢7, . (13)



260 Joanna Gorka, Joannstempirska

Na rysunku przedstawiono réwniez odpowiednio histogramy jak i wartosci
wspotezynnikow ACF i PACF dla kwadratow realizacji.

Rys. 1.Przykladowe realizacje procesow Bl, GARCH, ARCH i ich charakterystyki
= G Wk \
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7Zrédto: Opracowanie whasne

Proces BI charakteryzuje sie wybuchowoscia. Wynika to z wariancji
procesu, ktora charakteryzuje si¢ stabilna, niegasnaca funkcja autokorelacji
czastkowej. Rozktad tego procesu nie jest zblizony do rozktadu normalnego.

Aby okreslic wlasnosci  statystyczne procesu Bl przeprowadzono
eksperyment symulacyjny. Eksperyment ten polegal na generowaniu procesow:
Bl, ARCH, GARCH opisanych réwnaniami (8)-(13). Przeprowadzono 100 i
300 powtdrzen generowanych szeregdéw o dlugosci: 1000 i 1300 obserwacji.
Tablica pierwsza zawiera wyniki symulacji dla szeregu o dlugosci 1000
obserwacji oraz 300 powtorzen. Wnioski z symulacji dla szeregow o dtugosci
1300 obserwacji (oraz 100 powtdrzen) nie odbiegaja od wynikdéw
przedstawionych w tablicy 1.

Tablica 1. Wlasnosci statystyczne proceséw: GARCH, ARCH, BI

_ Srednia __Odcthvlenie Standardowe,
min max sr min max Sr
GARCH -0,2840 0,4303 -0,0007 1,9665 6,3936) 3,0704
ARCH -0,2463 0,2772 -0,0015 0,6074 6,3549 1,1127
Bl -3,4503 2,4904 -0,0068 5,4636 72,7990 23,4574
Skosnosé Kurtoza
min max Sr min max Sr
GARCH -1,0083 0,7226 0,0059 2,8884 14,5002 4,8383
ARCH -11,7519 12,7833 -0,0073 4,2094 359,1711 23,3872
Bl -0,7728 0,7752 0,0010 2,8709 14,671Q 5,8697

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Wyniki symulacji wskazuja na to, ze Srednia dla wszystkich procesow
ksztalttuje si¢ na poziomie zerowym, za$ wariancja dla procesu Bl przyjmuje
wysokie wartosci (przyjmuje ona warto$¢ wyzsza niz wariancja dla procesow
GARCH i ARCH). Proces BI okazal si¢ procesem bardziej wysmuklym niz
proces GARCH, natomiast mniej wysmukly niz proces ARCH (podwyzszona
kurtoza). Mozna takze zauwazy¢ wystgpowanie grubych ogonow (patrz rys.1).

Oprocz wynikow prezentowanych w powyzszej tablicy przebadano
wystgpowanie autokorelacji za pomoca testu Box’a-Liunga, efektu ARCH za
pomoca testu Engle’a, pierwiastkow jednostkowych za pomoca test DF oraz
badanie liniowosci testem MclLeoda-Li dla badanych procesow. Wyniki
pokazaly niemozno$¢ rozroznienia tych procesow.

Analizujac wlasnosci statystyczne nasuwa si¢ pytanie o poréwnanie modeli
wspdlzintegrowanych z modelami dwuliniowymi (BL), ktére podobnie jak
GARCH charakteryzuja si¢ skupianiem wariancji i w niektorych przypadkach
(procesy poddiagonalne) maja podwyzszong kurtoze w stosunku do modeli
GARCH (por. Bruzda (2003)). Poniewaz badanie autokorelacji kwadratow
obserwacfi dla modelu BL i GARCH nie daje mozliwosci rozréznienia
pomigdzy nimi (por. Bruzda (2003)), podobnie jak dla modeli BI i GARCH, to
nalezy wnioskowaé, ze réwniez dla modeli BL i Bl badanie autokorelacji
kwadratow obserwacji nie daje mozliwos$ci rozroéznienia.

Zatem podstawowa charakterystyka odrozniajaca proces Bl od procesow
GARCH czy BL jest wartos¢ wariancji i w mniejszym stopniu analiza ACF
kwadratow realizacji. Model Bl okazal si¢ procesem charakteryzujacym sie
bardzo duza (znacznie wieksza niz GARCH czy BL) i czesta zmiennoscia.
Moze zatem stuzy¢ do opisu proceséw wzglednie spokojnych, ktdére w pewnym
momencie ,,wybuchaja” (ktérych wariancja znacznie wzrasta, wariancja zalezy
od procesu/(1) a,).

3. Heteroskedastyczna kointegracja
Hansen (1992) podaje nastepujaca definicje modelu heteroskedastycznej

kointegracii:
Rozwazmy nastepujacy model regresji liniowej:

i = BO + B;xt +wl (12)
gdzie x, ~ (1) jest wektorem o wymiarachx 1

X =X Yy, (13)
Resztyw, sa procesem Bl zdefiniowanym wczesniej.

WI = Glull !

o, ~ I1(1) - proces skali (14)

% Np. testem Engle’a czy McLeoda-Li.
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O, =0, tuy (15)
Wartosci poczatkowe x, i 0, sa zmiennymi losowymi o skonczonej wartosci
oczekiwanej.

Model zapisany w postaci réwnan (12)~(15) nazywamy modelem
hetroskedastycznej kointegratjieteroskedastic cointegration - HCI)
Zauwazmy, 7e

var(x,)=Ct,  0<C <o,

var(w, )= Cyt, 0<C,<w.
Zatem x,, w, maja ten sam rzad wariancji (stochastic order). Model ten rézni
si¢ od standardowego modelu E-G tym, ze wariancja reszt jest zmienna w
czasie. Pomimo tego, ze szeregi te charakteryzuja si¢ takim samym rzedem
wariancji resztowej, szeregi te zachowuja si¢ zupetnie inaczej. Proces x,, nie
wykazuje tendencji do powrotu do sredniej ani ksztaltowania si¢ wokol jakiejs
szczegblnej wartosci, zas proces w, ksztaltuje si¢ wokot swojej Sredniej, ktora
wynosi zero (rownanie (5)). Dla wizualnego rozréznienia pomigdzy CI i HCI na
rysunku 2 przedstawiono przyktadowe realizacje procesow CI i HCI.

Rys. 2. Przykladowe realizacje procesow CI i HCI
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7Zrédto: Opracowanie whasne

Procesy Cl maja taka sama Sciezke rozwoju dlugookresowego natomiast
procesy HCI posiadaja ta sama ceche, ale w odniesieniu do wartosci $rednie;j.
Ostabienie zalozen modelu E-G pozwala na ustalenie dlugookresowej Sciezki
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rownowagi pomiedzy dwoma procesami charakteryzujacymi si¢ rozna
wielko$cia i czestotliwoscia zmiennosci.

W celu poréwnania modeli CI i HCI przeprowadzono symulacje Monte
Carlo. Proces generujacy dane ma postac:
model HCI

Y. =By + By x, +w, (16)
gdzie
X, =X Yy,
WI = Glull !
0, =0, tuy,
Uy s Uy Uy ~ NID(O' 1)'
model CI
Vi =By + By x, tuy,, (17)
gdzie
X =Xty
Uy, Uy ~ NID(0,2).
W kazdym przypadku wygenerowano 100 szeregow po 1000 obserwacji.
Nastepnie szacowano parametry poszezegolnych modeli za pomoca MNK3, W
obydwu przypadkach oceny parametréw sa statystycznie istotne. Wspodlczynnik
determinacji dla modelu CI przyjmuje wysokie wartosci, zas jego wielkos$¢ dla
modelu HCI zalezy od wartosci oceny parametru 3, (jego warto$¢ ro$nie wraz

ze wzrostem 3, - patrz tablica 2.).

Tablica 2. Wartosci wspdlczynnika determinacji dla modeli HCI i CI

HCI Cl
Bl B, Min max Sr min max Sr
10 0,5 0,0003 0,6596 0,1253 0,80338 0,9944 0,9%96
10 1,0 0,0092 0,9307 0,3167 0,9491 0,9999 0,9885
10 1,5 0,0205 0,9096 0,4281 0,9816 0,9993 0,9953

Zrédto: Opracowanie wlasne

Reszty modelu CI maja rozklad normalny, nie wystepuje autokorelacja ani efekt
ARCH. Reszty z modelu HCI, podobnie jak w modelu CI, sa zintegrowane w
stopniu zerowym. Ponadto nie maja rozktadu normalnego, wystepuje efekt
ARCH, czasami wystepuje autokorelacja (wyzszych rzedow).

% taka metode estymacji do HCI uzywa Hansen w swojej pracy.
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4. Podsumowanie

Modelowanie procesow ekonomicznych przy uzyciu kointegracji jest
uzyteczne, poniewaz pozwala znajdowal istotne zwigzki pomiedzy
niestacjonarnymi szeregami. Praca Hansena na temat heteroskedastycznej
kointegracji pokazata, ze teori¢ statystyczna rozwinigta dla standardowego
modelu kointegracji mozna rowniez stosowa¢ w przypadku szerszej klasy
modeli. W standardowym modelu kointegracjegresory réznia si¢
stochastycznie od reszt z dwoch wzgledow: (1) wariancja regresorow wzrasta
liniowo w czasie, (2)regresory posiadaja trend stochastyczny. W modelu
hetroskedastycznej kointegragggresory réznia sie stochastycznie od reszt
tylko z ze wzgledu na wlasnosci trendu.

Model HCI pozwala na ustalenie $ciezki rownowagi pomigdzy szeregami
charakteryzujacymi sie r6ézna zmiennoscia, rosnaca w czasie wariancja oraz
niekoniecznie tymi samymi wlasnosciami trendu.
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