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1. Ogolny niestacjonarny proces regularny

W artykule przedstawiono poréwnanie wlasnosci stochastycznych niesta-
cjonarnych proceséw regularnych ARIMA(p,k,q) i jego predyktoréw za pomo-
ca charakterystyk czestosciowych: funkcji przyrostu i funkcji kata fazowego.

Ogo6lnym modelem generujacym regularne procesy stacjonarn&,
jest rownanie roznicowe:

p q
Zas Xi-s = Z Ve Ly (1.1)
S=l r=
gdzie:

0., Y, - stde rzeczywiste (wagi),
g, - biaty szum.
Korzystajac z operatorow réwnanie (1.1) mozna zapisac:

B(U) X, =C(U) &, (1.2)
gdzie:
B(U) - stacjonarny operator autoregresji rzedu p,

B(U)=1-B, U -, U* -..-B,°",
(1.3)
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-B, =9,
U — operatoprzesunigcia wstecz (cofania),
U° X, =X, (1.4)
C(U) — operatogredniej ruchomej rzedu g,
CU)=1+y, U +y, U* +. . +y, U, (1.5)

Proces postaci (1.2) nosi nazwe procesu ARMA(p,q). Proces ten jest
stacjonarny, jezeli wszystkie pierwiastki rownani®(U) =0 leza na zewnatrz

okregu jednostkowego i jest odwracalny, jezeli pierwiastki rownania C(U) =0
leza w obszarze |U| >1.

Procesy niestacjonarne ewolucyjngozna przedstawi¢ za pomoca u0gol-
nionego operatora autoregredfi (U) takiego, ze k pierwiastkéw réwnania
B’ (U) =0 jest rownych jednosci, a pozostate leza poza okregiem jednost-
kowym.

B (U) =A* B(V), (1.6)
gdzie:
B"(U) —niestacjonarny operator autoregresji rzedu p + K,

B'(U)=1-B; (U ~B; —...= B}, [UP™, (3.7)
A — operator roznicy",

AD(t:Xt_Xt—lz(l_U)D(t’ (1.8)

An D(t :An—l D(t _An—l D(t_]_:(l_U)n D(I' (19)

Ogolny niestacjonarny proces regularny, zwany uogoélnionym procesem mi-
eszanym autoregresji i sredniej ruchomej ARIMA rzedu (p.k,q), jest nastepu-

Jacy:

X, _Bi X4 _"'_B;+k D(t—p—k =gty B Tty (£ (1.10)

t-q 1

B’ (V) X, =B(U) A" X, =C(U) &,, (1.11)

! Operatory réznicy A i cofania U sa liniowe, laczy je zaleznosé: A= 1 — U.



Predyktory proces6éw niestacjonarnych regularnych ARIMA 207

N (U)X, =¢,, (1.12)
gdzie:
M"(U) - niestacjonarny operator autoregresji rzedu nieskonczonego,

nU)=1-m -1, U -.. (1.13)
. _B(U)
nu)= a0 (1.14)

Jezeli wszystkie miejsca zerowe wielomiar@(U) =0 lezq na zewnatrz ok-
regu jednostkowego, to operator n (U) spehia warunek:

Cc(u) 1’ (U)=B" (V). (1.15)
Model ARIMA(p,k,q) generuje takie procesy, ktérydh—ta réznica jest
stacjonarnym procesem regularnym.

2. Predyktor procesu ARIMA(p,k,q)

Zgodnie z (1.12) proces ARIMA(k,q) mozna przedstawié:
X, =T, X, +T, (X, +...+€,. (2.1)

Podstawiajac za wskaznik S=1t + h, otrzyma sie rownanie, ktore jest podstawa
budowy predyktora procesu dla wyprzedzehjah = 1,2,...,H:

Xt+h :TﬂljD(t+h—l+T[ED(t+h—2 +"'+£t+h' (22)

Najlepszy sredniokwadratowy  predyktor skladowej  regularnej  dla
wyprzedzeniah okreslony jest wzorent:

u] u] u] u]
Xt+h :T[ED(t+h—1+T[§D(t+h—2 +...+Etn, (23)
gdzie:

2 Por. Zadora (1980), rozdz. 5.
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]
X, = X, gdy s <t
O

81+h = 0.

Rownowazng postacia do (2.3) jest

0 0 0 0
Xt+h = B Kisha+ B3 Kish-2+ ...+ ,BpD+k X t+h-(p+k) +

(2.4)
0 0 0
+Et+ht Yy Etshat ..+ Yy [Eten—g,
gdzie:
0
Xs=Xg, dla s<t
E _ [0, dla s>t
5T Egs, dla s<t.
Btad predyktorad, (h) okresla réwnanie:
m]
5,(h)=x,,, —x:(h), (2.5)

gdzie:
Xyp - Wart@é rzeczywista szeregu czasowego W okresie prognozowanym;

O
xt(h) - prognoza wykonana w momendig wyprzedzenierh;

h - wyprzedzenie szeregu czasowego (horyzont predykci 1, 2, ... , H.
Btad predyktora (2.5) mozna réwniez zapisacé:
8,(h) =108, (h~1) + T, B, (h = 2) + T4, (B, (D) + €y, (2.6)
Ze wzoru (2.6) wynika, ze:
61 (1) = 8x+l

6t (2) = Tf mt (1) + 8t+2 = 8t+2 + Tf |jt‘f'l
5,(3) = TEIB,(2)+TE 1B, (1) + €115 = £,y +TE [Ersy + 10 + 7 )10

8,(4) = 0y +TE g+ 1 42, 4 + 200 0 )2
itd.
Z rozwazan tych wynika, ze blqd predyktoramozna zapisa¢ w postaci:

8(N) = G0 (Eran + 01 Erana + -+ P (Bran. 2.7)
Zwiazek zachodzacy miedzy parametrami 7'[\[,?, a ¢E, otrzyma sig, jesli relacje
(2.6) i (2.7) zapisze si¢ za pomoca operatora cofanie U. Stad:
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(l-mU - . -1, U)B, (h) =&, 2.8)
(65 + 01U+ 4 0,,U™ 2,0, =3, (1), 2.9
czyli

(1- U=~ U™ (65 + ¢ U+ +¢ L UM ) = 1. (2.10)

Wspdlczynniki ¢5 spetniaja robwnanie roznicowe:
Ou =TL D, +T5 0, +.+ T, [, (2.11)

w=1,2,..,h-1

¢, =1.

Sredniokwadratowy btad predyktora sktadowej regularnej jest rowny:

var(d, (h)] = o;[1+ (9;)" +(92)° +...+ (0,4)°]- (2.12)
Ogolna posta¢ predyktora procesu ARIMAXk,q) jest nastgpujaca:

ptk-1 p+k-r g-1

q
)’Zt+h :fhxt + Z th-sﬁsﬂxt—r + Z fh-ryr+s‘€t—s ' (2-13)
r= S= s=0 r=

gdzie parametnyf, wiaze z parametrami (3, réwnanie:

f=Byfiy +Bf, +...+ B,
i=1,2,...
f, =1, f\ =0, (2.14)
B =0 dlai>p+k.
Btad predyktora procesu ARIMA(p,k,q) jest rowny

h-1

6t(h) = Zq)’l\:vstﬂl—w’ (215)
w=0
gdzie

y, =0 dlar>q, (2.16)
f, =0.
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3. Spektralna prezentacja procesu ARIMA(p,k,q)

Jezeli proces stochastyczn¥X, bedzie si¢ traktowaé jako wyjscie filtru
liniowego z operatorem , na wejsciu ktérego jest bialy szum €, :

X, =L, (3.1)
to proces stochastyczny bedzie mie¢ nastepujaca prezentacje spektralna;
Tt
X, = J’H(oo) [ dZ, (w), (3.2)
t=G1, ...

gdzie:
H(w) - funkcja czestosci reakcji zwana transmitancja lub fumkcjq trans-
ferowq,

Iem’mdzE (w) - postac zespolona €, .
-Tt

Sumacyjne filtry liniowe niezmienne w czaSieaja whasnosé, ze kazdy
stacjonarny proces wejsciowy przeksztalcaja w stacjonarny proces wyjsciowy.
Funkcje transferowa wygodnie jest przedstawi¢ w postaci zespolonej:

H(w) = G(w) &™), (3.3)
gdzie:
G(@) =|H(®) |=[Re H@] +[tm HW]? , (3.4)

modu H(w) bedacy charakterystyka amplitudowa, zwany jest funkcjq przy-
rostu

Im H(w)
H(w)

@(w) =argH(w) =arctan , (3.5)

3 Sumacyjne filtry liniowe niezmienne w czasie to filtry postackLX, = ih\xh ,
t=20,z1, ...; p,q >0; h - rzeczywiste; ihf<oo, ktére maja wilasno$¢ liniowosci:

LaX, +BX,)=aLX,+BLX, | niezmienniczo$ci w czasie, tj. jezeli LIX =Y, wtedy

LX .= Y, dlakazdejliczby r. Por. Talaga, Zielinski (1986), § 1.5.
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argument H(w) bedacy charakterystyka fazowa, zwany jest fumkcjq kqta
fazowego.
Podstawiajac (3.3) do (3.2) otrzyma sie:

X, = }G(w) e/ loreolgz (). (3.6)

Wyrazenie (3.6) wskazujeze odpowiedzia procesu wejsciowego o czgstosci 0
jest wyjscie o tej samej czgstosci, lecz zwazone w amplitudzie przez czynnik
G(w) oraz przesuniete w fazie o wielkos¢ @(w), czyli filtracja stacjonarnych
procesow stochastycznych modyfikuje amplitude sktadowych harmonicz-
nych procesu oraz powoduje przesunigcie fazowe tych sktadowych.

Uwaza sie, ze filtr jest kompletnie sprecyzowany, jezeli znane sa funkcja przy-
rostu i funkcja kata fazowego.

Parametr
Pw)
w

T(OL)) = , wz0 (3.7)

mierzy przesuni¢cie fazy w jednostce czasu i zwany jg&tkcjq przesuniecia
czasu Filtr L przesuwa pierwotny czas harmoniki w czestosci W 0 T(w) jed-
nostek czasu.

Proces ARIMAp.k,q) mozna traktowaé jako wyjscie X, filtru lin-
iowego z operatorerfil” (U), na wejsciu ktérego jest biaty szum €, .
Spektralna prezentacja procesu ARIMA(p,k,q) postac:

X, = J’ e F (w) dZ, (w), (3.8)

gdzie funkcja transferowhl (w) = F (w) jest réwna:

Fl@= oo~ = 5 = Y b5, (3.9)
B (U)) R * —i =0 !
S (Bee
s=0
awspolczynniki (])J sa okreslone rownaniem:
¢| =Yt Bl @?-1 + Bz B|)i*—2 Tt B:)+k B|)i*—(p+k) ' (3.10)
=12, ..
¢0 =1, ¢.k =0;

y, =0 dla i>g.
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Na przyktad dla procesu ARIMA(O,1,q) otrzymano:
o, = (B +v,) B (3.11)

i wariancje bledu predyktora réwna

var[3,(h)] = oiﬁ + zl([s’; +v,) [[B’;%W-UE (3.12)

Wz6r (3.12) wskazuje, ze wariancja bledu predyktorazwicksza swa wartosé
wraz z wydtuzaniem horyzontu predykcji.
Predyktor (2.16) mozna przedstawi¢ w rOwnowaznej postaci:

)A(t+h = z¢;+w£t—w' (313)
w=0
Spektralne przedstawienie predyktora (3.13)poxsac:
R = [ e [F () - F(]dz, ), (3.14)
gdzie
F@)-F@) = ¢e™ + ¢e™ + . (3.15)

Funkcja transferowa predyktora (3.13) jest rowna

Hi (@) = ) ¢ ™ (3.16)

s=h

afunkcja przejscia predyktora procesu ARIMA(p,k,q):

‘H;(oo)‘z = iq)S cosb- h)wg + Ezwﬂq);sin(s— h)wg. (3.17)

Przeprowadzono poréwnanie funkcji przyrosd(w) i funkcji kata
fazowego @(w) uogdlnionego procesu mieszanego autoregresji i Sredniej
ruchomej ARIMA rzedu (1,1,1) oraz jego predyktora dla wybranych wartosci
parametrows orazy.
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Wykres 3.1. Funkcja przyrostu procesy(&y oraz predyktora procesu ARIMA(1,1,1)
dah=1(Q@ih=2(Q),3, =0.9;y, =-0.4.
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Wykres 3.2.Funkcja kata fazowego procesu @,(w) oraz predyktora procesu
ARIMA(1,1,1)dlah=1¢1)ih =2 (2), 3, =0.9;y, =-0.4.
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Wykres 3.3. Funkcja przyrostu procesy(&y oraz predyktora procesu ARIMA(1,1,1)
dah=1(Q@ih=2(Q),B, =-05Y, =-0,5.
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Wykres 3.4.Funkcja kata fazowego procesu @y(w) oraz predyktora procesu

ARIMA(1,1,1)dlah=1¢)ih=2), B, =-0,5;Y, =-0,5.
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Wykres 3.5. Funkcja przyrostu procesy(&y oraz predyktora procesu ARIMA(1,1,1)
dah=1(Q@ih=2(Q),B,=-09y, =04.
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Wykres 3.6.Funkcja kata fazowego procesu @(w) oraz predyktora procesu
ARIMA(L,1,1)dlah=1@)ih=2 @), B, =-0,9;y, =0,4.
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Wykres 3.7. Funkcja przyrostu procesy(@ oraz predyktor procesu ARIMA(1,1,1)
dah=1(Q@ih=2(G), B, =09y, =05.
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Wykres 3.8.Funkcja kata fazowego procesu @(w) oraz predyktora procesu
ARIMA(L,1,1)dlah=1¢)ih=2,), B, =0,9;y, =0,5.
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Wartosci funkcji przyrostuG,(w) procesuARIMA(1,1,1) wskazuja, Ze

filtr tego procesu przepuszcza w wysokim stopskitadowe niskich czestosci
dla réznych wartosci parametrowf3, i y,. Filtr ten thumi prawie catkowicie
skladowepozostalych czestoscei.

W przypadku, gdyP; >0, filtr tumi catkowicie skladowe pozostatych czes-

tosci. Jesli 3, <O, filtr przepuszcza w nieznacznym stopsldadowe wyso-
kich czgstosci, gdy Y, >0; a w stopniu znacznym, gdy, <O.

Funkcja przyrostuG, (w) predyktoraprocesu ARIMA(p,1,q) ma podobny
przebieg do przebieg®, (w) procesu ARIMA(p,1,q). Funkcja przyrostu pre-

dyktoradla roznych wyprzedzen ma prawie identyczne wartosci.
Przesuniecie fazy (W) predyktoraprocesu ARIMA(p,1,q) jest odmienne

od przesunigcia fazy procesu ARIMA(p,1.q). Dla dodatnich wartosci
parametrow i y przesuni¢cie fazy zmienia na przemian kierunek, ale ampli-
tuda wahan jest prawie jednakowa w catym przedziale czgstosci. Dla kolejnych
wyprzedzen okreséw predykcji, funkcja kata fazowegopredyktora jest rézna.

Z powyzszych spostrzezen mozna wywnioskowaé, ze jezeli filtr procesu
ARIMA(p,1.q) przepuszcza w wysokim stopniu sktadowe niskich czestosci a
tlumi pozostate skladowe, to predyktory wahan dlugookresowych beda efekty-
wniejsze ochredyktorow wahan krotkookresowych. Jesli natomiast filtr procesu
przepuszcza rowniez sktadowe wysokich czestosci, to efektywnosé predyk-
toréw wahan dtugookresowych i krotkookresowych bedzie jednakowa.

Na efektywnos$¢ predyktorowwplyw maja rowniez przesuniecia fazy. Im prze-
sunigcia fazypredyktora beda bardziej odbiega¢ od przesunigcia fazy procesu,
tym efektywnos¢ predyktorow bedzie nizsza.
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