DYNAMICZNE M ODELE EKONOMETRYCZNE
VIII Ogolnopolskie Seminarium Naukowe, 9-11 wrzesnia 2003 w Toruniu
Katedra Ekonometrii i Statystyki, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu

Jozef Stawicki
Uniwersytet Mikolaja Kopernika w Toruniu

Przetgcznikowe modele Markowa

1. Wstep

Jedna z klas modeli niestacjonarnych proceséw stochastycznych sa
przetacznikowe modele tancuchow Markowa (Markov Switching Models —MS
modele).

Model MS zadany jest formulg

OYy gdy s =1
_Hyzt gdy s =2

t

DZ

By, gdy s=r
gdzie s, jest realizacja jednorodnego tancucha Markowa S o0 r stanach,
zadanego macierza przejscia P =[p; ], . Klasy procesow MS otrzymujemy

czyniac odpowiednie zatozenia o procesach czastkowych y, . W przypadku gdy
Y sa zmiennymi losowymi o rozkladach na dyskretnych przestrzeniach uzywa

sie nazwy Ukryte Lancuchy Markowa (Hidden Markov Model — HMM).

Szczegdlnego znaczenia metoda zyskatla przy modelowaniu i analizie
finansowych szeregow czasowych czy to dotyczacych kurséw na rynku
kapitalowym czy tez szeregdw kurséow walutowych. Istnienie okreséw wzrostu i
spadku wymusza przyjecia niestacjonarnego charakteru procesow. Idea modeli
MS zwiazana jest $cisle z mieszankami rozkladow. Zainteresowanie tymi
modelami podyktowane jest koniecznoscia przyjecia faktu, ze rozklady stop
zwrotu sg asymetryczne z tak zwanymi grubymi ogonami. Podstawowym
zatozeniem w modelach MS jest nieobserwowalnos¢ stanow tancucha Markowa
przetaczajacego proces miedzy rezimami.
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2. Modele

Najprostszym modelem jest przytoczony przez Millsa (por. Mills (1993))
model postaci
Yi =24 tU;. (1)
Niestacjonarny skladnik z, jest procesem bladzenia przypadkowego i opisany
jest rownaniem
7z =p(S)+ 2z, ()
gdzie
H(S) =ay +a S ©)
W modelu tym przezS, oznaczono stan tancucha Markowa przybierajacego
wartos¢ 0 lub 1 i opisanego macierza przejscia
_U Py 1- pll%
P2 P2 0O
O skladniku u, zaklada si¢, ze jest postaci AR(p) badz czgsciej, ze jest
procesem n.i.d.
Tak postawiony problem uwzglednia zmiang $redniej procesu. Poziomy tej
Sredniej osiagane sa losowo. Przetaczanie miedzy srednimi nastepuje poprzez
macierzP.

Rozwinigciem idei jest proponowany przez Hamiltona (por. Hamilton
(1994)) model postaci

Yt =Cq tPg Vi1 tE (5)
gdzie S sa stanami nieobserwowanego tancucha Markowa o N stanach abg

P (4)

oraz Cg sa parametrami zwigzanymi z rezimem. Model ten w konsekwencji

opisuje zmiany Sredniej wartosci  wedlug reziméw dla  procesu
autoregresyjnego. Jesli model ten przedstawimy w postaci

Yy =Cq tPgX g (6)
to mamy do czynienia z modelem regresji przelacznikowej (por. Pruska
(1996)).
W przypadku zaleznosci autoregresyjnej wyzszego rzedu, model (5) mozna
rozwina¢ do postaci

Ve —Hg =AY —Hs ) ¥ @ (Yeep —Hs )+
ot @y (Yeeg ~Hs ) + & '

Przyjmujac zatozenie, ze y,, Uy Oraz & sa procesami wektorowymi formula

()

(7) jest podstawa rozwazania modeli VAR przetaczanych tancuchem markowa
(MS-VAR) (por. Krolzig(2001)). W modelu takim mozliwe jest wykorzystanie
tancuchow Markowa wielokrotnie wiazanych.
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Kolejne wersje modelu przetacznikowego przedstawia rownanie (por. Yin
(2003))
Yiua = Gt +Vt£t+1! (8)
gdzie &, jest proceseni.i.d. o standaryzowanym rozkladzie normalnym, G,
orazV, jest odpowiednio $rednig i wariancja procesu. Pare (G,,V,) traktuje si¢
jako zmienna losowa z realizacjami (g,,V,) odpowiadajacymi stanom fafncucha
Markowa o macierzy przejscia P =[p;]y.y - Model ten tworzy mieszanke

rozktadoéw i w przypadku tancucha regularnego parametrami mieszajacymi sa
prawdopodobienistwa rozktadu ergodycznego.

3. Estymacja

Modele opisane powyzszymi formulami opieraja si¢ o zadang warunkowa
funkcje gestosci f(yt| S =s:;%¥.;0), gdzie o jest wektorem parametrow
tego rozktadu a W, zbiorem obserwacji do momentui nieobserwowany ciag
zmiennych losowych S, spehiajacych warunek Pr(S[ =j|S.= i): P; -

Funkcje gestosci rozkladu brzegowego Yy, mozna zapisaé w postaci

N
f(yt| Wt_l;ﬁ)= z f(Yt13[| Wt_l;ﬁ). Warunkowy rozktad zmiennej S, mozna
§71
przedstawi¢ w postaci ilorazu tacznej funkcji gestosci y, i S przez funkcje
gestosci rozktadu brzegowego
iy, s| W
o =5 wa)=1 o8] Vi)
f(Vt| th—l’a)

Powiazanie zmiennych losowych § macierza przejscia z elementami p;

9)

pozwala zapisa¢ podstawowy warunek w postaci
T
PAS.. = j| W)= > P (s, =il W;a). (10)
1=

Znane metody estymacyjne wykorzystuja metode  najwigkszej
wiarygodnosci

L@)= Zlog fy| Wersa). (11)

W literaturze najczesciej wykorzystywanym algorytmem maksymalizacji
funkcji wiarygodnos$ci przedstawionej wyzej jest algorytm EM (Expectations
Maximization) (por. Hamilton (1994)). Idea polega na wyznaczeniu
wygladzonych prawdopodobienstw przebywania w danym rezimie a nastepnie
iteracyjnego postepowania dla znalezienia maksimum funkcji wiarygodnosei.
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Funkcja ta moze mie¢ wiele maksimow lokalnych, dlatego konieczne jest
wielokrotne badanie przy roznych warunkach poczatkowych.

4. Zastosowania

Jak juz wspomniano we wstgpie, rozwoj badan nad modelami MS
podyktowany byl obserwacjami niestacjonarnosci w procesach finansowych
oraz asymetryczno$cia w rozkladach tychze zmiennych. Pierwsze prace
Hamiltona (por. Hamilton (1989)) dotyczyly jednak analizy wzrostu
gospodarczego mierzonego poziomem dochodu narodowego w kolejnych
kwartalach (GNP). Rozwazany byt tancuch o dwoch stanach. Przyjete rezimy
oznaczaja wzrost gospodarczy oraz regres. Postugiwanie si¢ modelem MS daje
mozliwo$¢ oceny Sredniego czasu pozostawania w fazie wzrostu i fazie regresu.
Nurt tych badan byt kontynuowany w pracach Krolziga® (por. Krolzig (1998))
czy Psaradakisa (por. Psaradakis (2002)). Szczegdlnego znaczenia nabiera
analiza asymetrycznosci cykli gospodarczych (por. Clements, Krolzig (2000)).
Takze w Dbadaniach szeregéow finansowych asymetrycznos$¢ i warunkowa
heteroskedastycznos¢ jest przedmiotem badania przy pomocy modeli MS.
Modele MS shuza nie tylko opisowi sytuacji ekonomicznej i jej lepszemu
poznaniu ale takze prognozowaniu. Ma to szczegdlne znaczenie na rynkach
walutowych Pytanie 0 mozliwos¢ prognozy stawia wielu autoréw (por. Engel
(1994), Dueker, Neely (2002)). W polskiej literaturze przedmiotu modele MS
wykorzystane zostaly do analizy odpowiedzi w testach koniunktury (por.
Decewicz (2001)). Ze wzgledy na jakosciowy charakter odpowiedzi i
jednoczesnie zatozenie o normalnosci rozktadu zmiennych w badanym procesie
do analizy uzyta zostala dynamika salda odpowiedzi. Drugim modelem
prezentowanym w cytowanej pracy jest model rozktadu liczebnosci. Nalezy on
do grupy modeli HMM

5. Zakonczenie

Zaprezentowane modele sa propozycja na pojawiajace si¢ trudnosci w
modelowaniu szeregébw czasowych. Wigkszos¢ szeregdw ekonomicznych
charakteryzuje si¢ niestacjonarnoscia. Modele MS nie rozwiazuje wszystkich
problemow ale jako proste narzedzie przyczyni si¢ do lepszej znajomosci
procesow ekonomicznych. Do ich powszechno$ci przyczyni sie niewatpliwie
dostepnos¢ programow obliczeniowych wykorzystujacych znane algorytmy
estymacyjne

! Przeanalizowany zostat model Hamiltona pod katem VAR.
2 pakietem takim jest MSVAR for Ox, www.economics.ox.ac.uk/hendry/krolzig
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