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Rozktad logarytmiczno-normalny a wzgledne i absolutne
miary rozproszenia

1. Srednia arytmetyczna i geometryczna a rozktad logarytmiczno-
normalny

Wigkszo$¢ zmiennych ekonomicznych przyjmuje jedynie wartosci dodatnie.
Wiele z nich scharakteryzowa¢ mozemy za pomoca rozktadu logarytmiczno-
normalnego. Uznajmy, ze zmienna losowa y nalezy do tej grupy zmiennych.
Oznacza to, ze logarytm naturalny tej zmiennej ma rozktad normalny, tym
sanym funkcja gestosci prawdopodobienstwa dana jest wzorem (Aitchison,
Brown (1957) s.8Pawlowski (1969) s. 170-172):

tny) = (o, V2] ey hm 20y 1)
w ktoérym parametry wartosci oczekiwanej i wariancji zmiennej Iny definiujemy
nastepujaco:

t,, =Einy, (2)

Oy E(NY = fhyy)*. ©)
Odchylenie standardowe jest réwne:

Ulny =\/ E(lny_tulny)2 ' (4)

Wykorzystujac fakt, ze dlny=dy/y, funkcje gestosci prawdopodobienstwa
logarytmu zmiennej y przeksztalci¢ mozemy w funkcje gestosci zmiennej y o
nastpujacej postaci:

tainy- %/ 20,
f(In Y)=(yalny\/5-[) o (NY=Hiny)*/ 200, -

Funkcja ta wyznacza krzywa asymetryczna. Asymetria ta jest prawostronna i jej
wielkos$¢ zalezy od wartosci oczekiwanej i wariancji logarytmu zmiennej y.
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Tym samym warto$¢ oczekiwana zmiennej y (Ey) oraz jej dominanta (Dy) i
mediana (My) nie pokrywaja sie i wynosza odpowiednio (patrz: Aitchison,
Brown (1957), s 8-9):

Ey = 'uy = eplny"’%oﬁ]y , (6)
My - eMny , (7)
Dy = el'lln y_alﬁy . (8)

7. powyzszego wynika, ze Dy < My < Ey.
Mozna ponadto wykazaé, ze wariancja i odchylenie standardowe zmiennej y
wynosza odpowiednio:

o} =E(y-Ey)* =¥ (€ 1), ©)

0, =JE(y-Ey)? =" i yJe%y _1. (10)

Przedstawione powyzej wlasciwosci rozktadu logarytmiczno-normalnego
zmiennej y wykorzystali Murti iSastri (1957) przy formutowaniu zwiazkOw
pomiedzy $rednia arytmetyczng i $rednia geometryczna tej zmiennej losowej.
Zgodnie z poczyniona przez nich umowa, warto$¢ oczekiwana logarytmu
zmiennej y oznaczymy w sposob nastgpujacy:

Hiy =INg. (11)
Obecnie zgodnie z koncepcja wspomnianych autoréw zdefiniujemy srednia
geometryczng zmiennej y w sposob nastepujacy:

g:eu'”y = eEny, (12)
Oznacza to, 7e S$rednia geometryczna zmiennej y jest zdelogarytmowang
warticia nadziei matematycznej logarytmu zmiennej y. Z drugiej strony Murti
i Sasri okredlili $rednia arytmetyczna zmiennej losowej y jako jej wartos¢
oczekivana, tzn.:

a=pu, =Ey. (13)
Wykorzystujac (6) i (12) stwierdzamy, Ze:

Ey= eﬂmy*%aéy — eﬂmye%fﬁzny .

W konsekwencji na podstawie (13) $redniaq arytmetyczna (12) zapiszemy
nastpujaco:
1
a=ge? (14)
Wykazany przez wspomnianych autoréw zwiazek funkcyjny pomiedzy srednia
arytmetyczna i geometryczna zmiennej y charakteryzujacej si¢ rozktadem
logarytmiczno-normalnym byl swego czasu szeroko omawiany w literaturze
poswigconej modelom multiplikatywnym. Funkcja ta posiada liczace sie walory
poznawcze i praktyczne, czemu wiele uwagi po$wigcit L.R.Klein (1965 s.155-
156, 221-224). Konczac t¢ czes¢ rozwazanh zauwazmy, ze w przypadku

2
Oin y
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zmiemej charakteryzujacej si¢ rozktadem logarytmiczno-normalnym $rednia
geomeryczna i mediana pokrywaja si¢ ze soba.

Przyklad 1.

Niech ptace miesieczne (y) pracownikow pewnego sektora gospodarczego
charakteryzuja si¢ rozkltadem logarytmiczno normalnym. Place wyrazone sa w
zlotych. Zatdzmy, ze warto$¢ oczekiwana i wariancja logarytméw plac réwnaja
si¢ odpowiednio:

My =7,49554,

or, =016.
Okresli¢: 1) mediane (Srednia geometryczna), 2) wartos¢ oczekiwana (Srednia
arytmeyczna), 3) dominante plac.
Ad 1) Zgodnie z (7) i (12) otrzymujemy:

My =g =" =e”*** =1800zt
Zauwazmy, ze logarytmy plac sa wielkoSciami niemianowanymi. Ich
delogarytmy wyazone sa w jednostkach pierwotnych. Obecnie powiemy, ze
srednia geometryczna ptac, bedaca mediana, wynosita 1800 ztotych. Oznacza
to, ze 50% pracownikoéw zatrudnionych w sektorze przedsigbiorstw zarabia
mniej, niz 1800 zlotych. Tym samym place 50% pracownikéw przekraczaja
1800 ztotych.
Ad 2) Zgodnie z (6) a tym samym (15) mamy:

1
152 2016
Ey=a=ge? " =18002 =1950z
Powiemy, ze $rednie (arytmetyczne) miesigczne wynagrodzenie pracownikow
sektora przedsigbiorstw wynosito 1950 ztotych.
Ad 3) Wartos¢ dominujaca zgodnie z (8) wynosi
Dy = "% = 1800 01® =15339 71
Oznacza to, ze place oscylujace wokot wartosei 1533.9 zt byly najczesciej

spotykane.
Przy okazji zauwazmy, ze odchylenie standardowe logarytmu plac jest rowne

Oy =E(ny-p,,)* =4/016=04

Powiemy wiec, ze przecigtne standardowe odchylenie logarytmu ptac od
wartdici oczekiwanej logarytmu plac (logarytmu sredniej geometrycznej plac)
wynosi 0,4. Z uwagi na fakt, ze zmienna losowa wyrazona jest w logarytmach
jest ona tym samym niemianowana.
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2. Wzgledne i absolutne rozproszenie zmiennej losowej w relacji
do Sredniej geometrycznej

Zastanbwmy si¢ obecnie nad mozliwoscia okreslenia prawdopodobienstwa
tego, ze zmienna losowa y, charakteryzujaca sie rozkladem logarytmiczno-
normalnym, przyjmie wartoSci z okreslonego przedziatu. Jak pisat Z.
Pawowski, w praktyce wygodnie jest ,,wykorzystaé fakt, ze logarytm zmiennej
losowej Y ma rozklad normalny N(u,6). Prawdopodobienstwo tego, ze a<Y<b,
jest rownowazne prawdopodobienstwu tego, ze Ina<InY<Inb, a to ostatnic tatwo
jest obliczy¢ korzystajac z tablic dystrybuanty standaryzowanego rozkladu
normalnego Rawlowski (1969) s.172).” 7Z powyzszego wynika, ze ostatnig
nierdwnos$¢ zapisa¢ mozemy roéwnowaznie w sposob nastgpujacy: "< <™,
Obecnie zgodnie z regula trzech sigm powiemy, ze prawdopodobiefstwo tego,
iz logarytm zmiennej losowej y przyjmie wartos¢ rozniaca si¢ od Sredniej
logarytmu tej zmiennej o jedno odchylenie standardowe jest rowne 0,6826, co
zapiszemy nastepujaco:

P(-0y,, <Iny-u,, <0y,,)=0,6826, (15)
lub z uwagi na (11):
P(-0,, <Iny-Ing=<o,,)=0,6826. (16)

Jak wiemy odchylenie standardowe jest miara rozproszenia zmiennej losowej
wokot jej warto$ci przecietnej. Jesli zmienna losowa jest wyrazona w
jednostkach  rzeczywistych, tzn. nietrasformowanych, to odchylenie
standardowe jest miara zréZznicowania absolutnego. W tej sytuacji zwyczajowo
interpretujemy odchylenie standardowe, jako przecigtne, standardowe
odchylenie zmiennej losowej od jej wartosci oczekiwanej wyrazone w
jednostkach analizowanej zmiennej. Jest rzecza oczywista, ze jesli zmienna
wyrazona jest w kilogramach to odchylenie standardowe wyrazone jest rowniez
w kilogramach, itp. Z inna nieco sytuacja mamy do czynienia w przypadku, gdy
zmienna losowa i jej charakterystyki wyrazone saq w logarytmach. W tej sytuacji
zarbwno zmienna kowa jak i odchylenie standardowe staja sie jednostkami
niemianowanymi. W dalszym jednak ciagu odchylenie standardowe pozostaje
miarg rozproszenia. Oznacza to, ze interpretujac odchylenie standardowe, jako
przecigtne, standardowe odchylenie logarytmu zmiennej y od wartosci
oczekiwanej logarytmu tej zmiennej, mamy na mysli fakt, iz dwie trzecie tych
odchylen zawiera¢ si¢ bedzie w przedziale wyznaczonym zgodnie z (16),
natomiast blisko jedna trzecia wykraczaé bedzie poza ten przedzial. Mimo, iz
takie rozumowanie adiylenia standardowego moze by¢ satysfakcjonujace w
sensie statystycznym, ma jednak prawo nie zadowala¢ nas w sensie
interpretacyjnym. Nie mys$limy bowiem w kategoriach logarytméw
poszczegdlnych zmiennych, chociaz mozemy rozumie¢ ich istote. Dlatego
celem wzbogacenia interpretacji otrzyimeh wynikow przeksztalémy (16) do
postaci:
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PEe " <Y <e’)=0,6826 (17)
9

Zauwazmy, ze zdefiniowana w nastepujacy sposob zmienna:
v=ylg (18)

wskazuje na stosunek zmiennej losowej y do jej sredniej geometrycznej, tym
samym okresla udziat tej zmiennej losowej w poziomie jej S$redniej
geomerycznej. Wtedy kiedy zmienna losowa y przyjmie wartosci mniejsze od
$redniej geometrycznej g, zmienna losowa v przyjmie wartosci mniejsze od 1.
W sytuacji odwrotnej, tzn. gdy zmienna losowa przyjmie wartosci wigksze od
parametru g, wowczas zmienna losowa v przyjmowac bedzie wartosci wieksze
od jednosci. Oznacza to, ze dla kazdego odchylenia standardowego Gy,
bedacego dodatnim pierwiastkiem wariancji zmiennej losowej Iny, spelnione sa
nastepujace nierdwnoscei:

O<v, =e ™ <1 (19)

vy =67 > 1 (20)
Przy okazji zauwazmy, ze:

vy W, =e e’ =€ =1 (21)

Powyzsza wlasciwosC jest o tyle istotna, iz Srednia geometryczna zmienngj v
jest rowna jednosci, co wynika z nastepujacego faktu:

E(ny-p,,)=E(ny-Ing)=00 g, =e"" ="M =e"=1  (22)

gdzie g jest srednig geometryczng zmiennej v.

Obecnie na podstawie (17) oraz po przyjeciu oznaczen z (19) i (20)
powiemy, ze z prawdopodobienstwem réwnym 0,6826 udzial zmiennej losowej
y w jej $redniej geometrycznej g miesci¢ si¢ bedzie w przedziale od vy do .
Oznaza to, ze dokonujac interpretacji w mys$l ktorej, przecigtny udzial
zmiemej y w jej sredniej geometrycznej waha si¢ w granicach od vy do \
mamy na mysli fakt, iz jest to przecietny udziat w kategoriach standardowych,
gdyz zostat on wyznaczony na bazie odchylenia standardowego logarytmu
zmiennej y z wszelkimi wyplywajacymi z tego konsekwencjami
stochastycznymi. Powiemy tym samym, ze Vg i Vg4 sa przecigtnymi, wzglednymi
miarami rozproszenia zmiennej losowej y wzgledem jej Sredniej geometryczne;.

Celem dalszego wzbogacenia interprétagjawianej przez nas wzglednej
miary rozproszenia, dokonajmy przeksztalcenia nieréwnosci rownoczesnej
ujete] w (17) poprzez odjecie stronami wartosci 1, wykorzystujac jednoczesnie
oznaczenia przyjete w (19) i (20). W rezultacie tego dziatania otrzymujemy:

P(v, 1< % ~1<v, 1) =0,6826 (23)

Przemnazajac powyzsza nierownos¢ stronami przez 100, otrzymany wynik
wyrazamy w procentach, co zapiszemy nastgpujaco:
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P[(v, -~1)100< (%)1005 (v, ~1)100 =0,6826 (24)

W sensie standardowym przecigtnie, zmienna losowa y odchyla si¢ od jej
sredniej geometrycznej w przedziale odg@®100% do (y1)100%. W
analzowanym przypadku odchylenia te beda zawiera¢ sie¢ w wyznaczonych
grancach dla 2/3 wszystkich przypadkéw. Mozna zada¢ pytanie, dlaczego
wyznazamy dolne i goérne przedzialy przecietnych odchylen, zamiast
powiedzie¢ wprost, o ile procent przecietnie zmienna y odchyla si¢ od jej
$redniej geometrycznej? Opowiedz jest prosta i wynika z asymetrii rozktadu
logarytmiczno-normalnego. Mozna bowiem udowodni¢, rozpisujac w szereg
Maclaurina wyraenia (19) i (20), iz spelniona jest nastepujaca nierownos¢:

(Vg ~D+(vg -1)>0 (25)
Zauwazmy ponadto, ze z reguly trzech sigm wynika, iz
P(e " <Y <e®nv)=09545 (26)
g
Pe " <Y <e¥n)=09973 27)
g

W celu utrzymania si¢ w przyjetej konwencji oznaczen umdéwmy sie, ze:
-2 . 2
Vog =€ i vy, =e (28)

(29)

Przyklad 2
Na podstawie danych z przyktadu 1 okresli¢ przedzialy udzialow plac w ich
$redniej geometrycznej (medianie) realizowane z prawdopodobienstwem: 1)
P,=0,6826,2) P,=0,9545,3) P;=0,9973.
Ad 1) Na podstawie (19) i (20) otrzymujemy:

v, =e " =e =067

v, =€’ =e® =149
Z uwagi na (17) powiemy, ze w analizowanym przypadku prawdopodobienstwo
tego, ze udzial plac w Sredniej geometrycznej (medianie) miesci¢ sie bedzie w
przedziale od 0,67 do 1,49 wynosi 0,6826. Tym samym, zgodnie z (24)
powiemy, ze place odchylaja si¢ od sredniej geometrycznej (mediany) w
przedziale od —33% do 49% w 2/3 przypadkdw.
Ad 2) Na podstawie (28) otrzymujemy:

Vyg =€ 0" =08 = 0,449

Vg = e = e®® = 2225

7 uwagi na (26) powiemy, ze w analizowanym przypadku prawdopodobienstwo
tego, ze udzial plac w Sredniej geometrycznej (medianie) miesci¢ sie bedzie w
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przedziale od 0,449 do 2,225 wynosi 0,9545. Tym samym place odchylaja si¢
od sredniej geometrycznej (mediany) w przedziale —55,1% do 122,5% w okoto
95 przypadkdéw na sto.

Ad 3) Obecnie na podstawie (29) stwierdzamy, ze

-30 _

vy =€ " =e? =0,301
3

Vs =€ =2 =332

Z uwagi na (27) powiemy, ze w analizowanym przypadku z
prawdopodokinstwem 0,9973 udziat ptac w Sredniej geometrycznej (medianie)
miesci¢ si¢ bedzie w przedziale od 0,301 do 3,32. Oznacza to, ze
prawdopodobienistwo tego, iz place odchylaja sie od sredniej geometrycznej
(mediany) w przedziale —69,88% do 232,01% wynosi 0,9973.

Nalezy sadzié, iz wczesniej przeprowadzone rozwazania oraz otrzymane
powyzej wyniki upowazniaja do stwierdzenia, ze w sensie standardowym
przecietny udziat ptac w ich $redniej geometrycznej (medianie) waha sie w
granicach od 0,67 do 1,49, czyli place przecietnie odchylaja si¢ od ich sredniegj
geometryczne (mediany) w przedziale od —33% do 49%.

Whnioski wyplywajace z przeprowadzone] powyzej analizy dotyczacej
wzglednego rozproszenia zmiennej losowej y wokét jej $redniej geometrycznej
sa szczegolnie przydatne przy okresleniu wiasciwosci stochastycznych modeli
multiplikatywnych. W praktyce statystycznej, w przypadku rozpatrywania
zmiennych losowych o rozkladzie logarytmiczno-normalnym, szczegdlnie
interesujace moga by¢ miary rozproszenia wyrazone w jednostkach
absolutnych. Celem ich wyznaczenia przeksztalémy (15) do nastepujacej
postaci:

F)(l’llny _olny <In ys l’llny +0p y) =0,6826. (30)

Po =zdelogarytmowaniu stronami Wwyrazenia zapisanego W nawiasie
otrzymujemy:

P(e""e " < y<efre’v) =0,6826, (31)
co po uwzglednieniu przyjetych wczesniej oznaczen zapiszemy w nastepujacy
sposob:

P(glVy <y<gly,)=0,6826 (32)

Obecnie powiemy, ze prawdopodobienstwo tego, iz zmienna losowa y
przyjmuje wartosci w granicach od gvq do gvg, jest réwne 0,6826. Zauwazmy,
ze zardwno zmienna losowa y jak i wyznaczone granice przedziatow wyrazone
sa w jednostkach rzeczywistych analizowanej zmiennej. Aby wyjasni¢ istote
asymetrii wyznaczonej tutaj absolutnej miary rozproszenia zauwazmy, Ze
poniewaz logarytm zmiennej y ma rozktad normalny, wigc spetniona musi by¢
nastepujaca rownosc:
P(lme _Ulny <In ys Hin y) = I:)(l'llny <ln ys Aulny tOp y): 0,341,

CO poO zdelogarytmowaniu wyrazen ograniczonych nawiasami i przyjeciu
wczeniej przyjetych oznaczen zapiszemy nastepujaco:
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P(glyy, =y<g)=P(gsy=<gly)=034L (33)
7 uwagi na (25) stwierdzamy, ze:
90, ~g|dg - g v, (34)

Oznacza to, ze analizowane absolutne rozproszenie zmiennej y odnosi si¢ do
Sredniej geometrycznej (mediany) zmiennej y. Rozproszenie to charakteryzuje
sie tym, iz jednakowemu prawdopodobienstwu realizacji zdarzen odpowiada,
co do wartos$ci bezwzglednej, mniejszy przedzial dolny i wiekszy przedziat
gorny odchylef zmiennej y od jej sredniej geometrycznej (mediany).

Obecnie mozemy powiedzieé, ze przecietne, w sensie standardowym,
odchylenie zmiennej losowej y od jej sredniej geometrycznej (mediany) waha
si¢ w granicach od g-\ do g-y. Jest to, jak si¢ wydaje, w miar¢ poprawny
sposob okreslenia przecietnej, absolutnej miary rozproszenia zmiennej losowej
y w stosunku do jej wartosci $redniej w sytuacji, gdy zmienna ta charakteryzuje
si¢ asymetrycznym rozktadem. Uzupehiajac rozwazania dotyczace absolutnego
rozproszenia zmiennej losowej y wzgledem jej S$redniej geometrycznej
(mediany) zauwazmy, ze zgodnie z regula trzech sigm otrzymujemy:

P(g Vg < y< gV, ) =0,9545 (35)
P(g V3 < y<gl¥y,)=09945 (36)
Przyklad 3

Na podstawie danych z przyktadu 1 i 2 wyznaczyé absolutne przedziaty
rozproszeia plac w stosunku sredniej geometrycznej (mediany) realizowane z
prawdopodobigstwem: 1) P,;=0,6826, 2) P,=0,9545, 3) P;=0,9973. Wyniki
zinterpretowaé charakteryzujac rownoczesnie asymetrie badanych miar
rozproszenia.

Na wstepie zauwazmy, ze Srednia geometryczna plac (mediana plac)
wynosi: g =1800 zt
Ad 1) Elementy zawarte w nawiasie w wyrazeniu (32) wynosza odpowiednio:

g-w = 1800:0,67 = 1206 zt,

g-Vy = 1800-1,49 = 2682 zl.
Powiemy, ze prawdopodobienstwo tego, iz ptace pracownikdw odchylaja si¢ od
ich sredniej geometrycznej (mediany) w przedziale od 1206 zt do 2682 zt
wynosi 0,6826. Z drugiej strony prawdopodobienstwo tego, iz place beda
zawarte w przedziale od 1206 zt do 1800 zt jest rowne prawdopodobienstwu
tego, iz place beda zawarte w przedziale od 1800 zt do 2682 zt. W jednostkach
absoluhych odchylenie dolne ptac od ich $redniej geometrycznej wynosi —594
zt, natomiast odchylenie gérne jest rowne 882 zi.
Ad 2) Elementy zawarte w nawiasie w wyrazeniu (35) wynosza odpowiednio:

0-\bg = 1800-0,449 = 808 z,

0-\og = 1800-2,225 = 4005 zt.
Tak wigc prawdopodobienstwo tego, iz place pracownikdw odchylaja si¢ od ich
$redniej geometrycznej (mediany) w przedziale od 808 zt do 4005 zt wynosi
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0,9545. Z drdiej strony prawdopodobienistwo tego, iz ptace beda zawarte w
przedziale od 808 z do 1800 zI jest réwne prawdopodobienstwu tego, iz ptace
beda zawarte w przedziale od 1800 zt do 4005 zt. W jednostkach absolutnych
odchylenie dolne ptac od ich $redniej geometrycznej wynosi —992 zt, natomiast
odchylenie gérne jest rdwne 2205 zt,
Ad 3) Elementy zawarte w nawiasie w wyrazeniu (36) wynosza odpowiednio:
0-\sg = 1800-0,301 = 542 zi,
0-\sg = 1800-3,320 = 5976 zt.
Tym samym prawdopodobienstwo tego, iz place pracownikéw odchylaja si¢ od
ich $redniej geometrycznej (mediany) w przedziale od 542 zt do 5976 zt wynosi
0,9973. Z drugiej strony prawdopodobienstwo tego, iz place beda zawarte w
przedziale od 542 z do 1800 zt jest réwne prawdopodobienstwu tego, iz ptace
beda zawarte w przedziale od 1800 zt do 5976 zt. W jednostkach absolutnych
odchylenie dolne ptac od ich S$redniej geometrycznej wynosi —1258 zi,
natomast odchylenie gérne jest rowne 4176 zt.

3. Absolutne i wzgledne rozproszenie zmiennej losowej w relacii
do Sredniej arytmetycznej

Omawiane dotychczas miary rozproszenia odnosily sie do sredniej
geomerycznej. W  prowadzonych rozwazaniach pomijaliSmy miare
rozproszenia atbszaca si¢ do wartosci oczekiwanej y, czyli S$redniej
arytmetycznej tej zmiennej. Skamtrowanie si¢ na $redniej geometrycznej
uzna¢ jednak nalezy za zasadne, z uwagi na fakt, ze logarytm S$rednigj
geometrycznej jest jednoGmée wartoscia oczekiwana w rozkladzie
normalnym logarytmu zmiennej y. Powstaje jednak pytanie, jakimi
wlasciwosciami charakteryzuje sie rozproszenia zmiennej y wokot jej sredniej
arytmetycznej? Zauwazmy, Ze rozproszenie to mierzone odchyleniem
standardowym (10) w relacji do wartosci oczekiwanej zmiennej y (6) w sensie
odleglosci jest symetryczne. Natomiast, z uwagi na charakter rozktadu
logarytmiczno-normalnego, jest ono asymetryczne w sensie
prawdopodobigstwa realizacji zdarzen zachodzacych w odchyleniu dolnym i
gornym od $redniej arytmetycznej. Z uwagi na fakt, ze Srednia arytmetyczna
jest potozona bardziej na prawo od $redniej geometrycznej, bedacej mediang w
rozpatrywaym rozkladzie, musi zaj$¢ nastepujaca nier6wnose:

Pd(l'ly_O-y<y<luy)>Pg(uy<y<uy+O-y) (37)
gdzie wystepujace w nawiasach parametry rozkladu zmiennej y zdefiniowano w
(6) i w (10), natomiast P Py sa odpowiednio prawdopodobiefistwami zajscia
zdarzen w przedziale dolnym i gérnym odchylen zmiennej losowej v od jej
Sredniej arytmetycznej o wielko$¢ odchylenia standardowego. Obecnie
utrzymujac oznaczenia w mysl ktorych:
* a =y, jest Srednia arytmetyczng zmienne;j y,
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* In g =In pyy, jest logarytmem $redniej geometrycznej zmiennej y,
przeksztalcimy (37) do pozadanej standaryzowanej postaci prawdopodobienstw
w nastepujacy sposob:

Pi(@a-o,<y<a)>P,(a<y<ato,), (38)
Pilln(a-o,)<Iny<Ina)>P,(Ina<iny<in(a+o,)], (39)
Pa(zy<2<2,)>Py(z,<2<2,), (40)
gdzie:
z=(|ny—|n g)/alnyz(ln(y/g))/aIny (41)
Z, = (na— In g)/aIny = (In al g)/aIny (42)
z = (In(a—ay) —-In g)/a,ny = (In[(a—ay)/ g])/oIny (43)
z = (In(a+ o,)=In g)/a,ny = (In[(a+ ay)/g])/a,ny (44)

Na podstawie (38), (39), (40), (41) i (42) potrafimy okresli¢
prawdopodobistwo zajscia zdarzen opisanych przez (37).

Przyklad 4

Na podstawie danych z przyktadu 11 2 obliczy¢ i zinterpretowac:

1. odchylenie standardowe ptac (y) wzgledem ich $redniej arytmetycznej a =
Hy

2. prawdopodobienstwo tego, ze ptace nie beda mniejsze o wielkos¢ jednego
Oodchylenia standardowego od ptacy wyznaczonej na poziomie srednigj
arytmetycznej,

3. prawdopodobienstwo tego, ze place nie beda wicksze o wielkos¢ jednego
Oodchylenia standardowego od ptacy wyznaczone] na poziomie $rednigj
arytmetycznej,

4. prawdopodobienstwo tego, ze place beda mniejsze (wigksze) od placy
wyznazonej na poziomie $redniej arytmetyczne;j,

Ad 1) Wiedzac, 7e srednia arytmetyczna plac a=1950 zt oraz wariancja

logarytmu ptac wynosi 0,16 odchylenie standardowe zmiennej y od jej sredniej

arytmetycznej wyznaczymy na podstawie (10) i (14). Wynosi ono:

g, =" \e%h 1 =1950/e%%° ~1=81227 7t

Wstepnie powiemy, ze place przecigtnie odchylaja si¢ od ptacy sredniej,
wynoszacej 1950 zt, o okoto 812,27 zt.
Aby w pelni poprawnie zinterpretowa¢ odchylenie standardowe, w przypadku
rozkladu asymetrycznego powinnismy okresli¢ prawdopodobienstwo odchylen
dolnych i gérnych
Przed okresleniem prawdopodobienstw z punktéow 2, 3 i 4 obliczamy zgodnie z
(42), (43) i (44) wartosci 7o, z, | Z. Wartoscei te réwnaja si¢ odpowiednio:

2o = [In(a/g)]/omy = [IN(1950/1800))/0,4 = 0,20

z, = {In[(a-oy )/g)]}/ony, = {IN[(1950-812,27)/1800]}/0,4 = -1,15

z, = {In[(atoy )/g)]}/ony = {In[(1950+812,27)/1800]}/0,4 = 1,07
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Ad 2) Postgpujac zgodnie z odpowiednia procedura (patrz: [10] s. 91-93)
wyznaczamy prawdopodobienstwo tego, ze place nie beda mniejsze o jedno
odchylenie standardowe od placy wyznaczonej na poziomie Sredniej
arytmetycznej. Prawdopodobienstwo to wynosi:

Pi(a-oy <y <a) =R (z1 <z < 3) = Ry(-1,15<z<0,20) = 0,3749 + 0,0793 =
0,454

Powiemy, ze prawdopodobienstwo tego, ze place nie beda mniejsze o 812,27 zt
(odchyenie standardowe) od 1950 zt (Srednia arytmetyczna) jest réwne 0,454.

Ad 3) Postepujac zgodnie z odpowiednig procedura (patrz: Kmenta (1990) s.
91-93) wynaczamy prawdopodobienstwo tego, ze ptace nie beda wigksze o
jedno odchylenie standardowe od placy wyznaczonej na poziomie sredniej
arytmetycznej. Prawdopodobienstwo to wynosi:

Py(a <y <atoy) = By (0 <z < ) = R(0,2<z<1,07) = -0,0793 + 0,3577=
0,2784

Oznacza to, ze prawdopodobienstwo tego, ze ptace nie beda wigksze o 812,27

7t (odchylenie standardowe) od 1950 zt (Srednia arytmetyczna) jest rowne
0,2784.

Obecnie preyzujac interpretacje¢ odchylenia standardowego z Ad 1)
powiemy, ze ptace przecietnie odchylaja sig¢ od placy sredniej wynoszacej 1950
zt o okoto 812,7 zt, z prawdopodobienstwem Py+Py= 0,7324.

Ad 4) Przechodzac do wyznaczenia prawdopodobienstwa tego, ze ptace beda
mniejsze od sredniej arytmetycznej wynoszacej a=1950 zt zauwazmy, Ze:
P(O<y<a) = R0<y<g) + B(g<y<a) = 0,5 + Rg<y<a).

Obecnie logarytmujac i standaryzujac zmienne wystgpujace w nawiasie przy P,
i postgpujac zgodnie z procedura wyznaczania prawdopodobienstwa dla
stanlaryzowanych zmiennych losowych o rozktadzie normalnym otrzymujemy:
P(Ing<Iny<Ina) = B(Ing-Ing)/oun,)<(Iny-Ing)/cin,)<(Ina-Ing)/ciny)] = Po(0<2<2)
=0 +0,0793 = 0,0793

Ostatecznie stwierdzamy, ze:

P(O<y<a) =P+ P,=0,5+0,079% 0,5793

Powiemy wiec, ze w 58 przypadkach na 100 ptace pracownikéw analizowanego
sektora beda nizsze od ich $redniej arytmetycznej, tym samym w w 42
przypadkach na 100 ptace pracownikdéw analizowanego sektora beda wyzsze od
ich $redniej arytmetycznej

Aby wyznaczy¢ i poprawnie zinterpretowa¢ wzgledna miarg¢ rozproszenia
zmienne] losowe] y w relacji do s$redniej arytmetycznej wykorzystajmy
nierownos¢ (38). Na jej podstawie powiemy, ze:

Pla-o,<y<a+o,)=P;(a-o0,<y<a)+P,(a<y<a+o,). (45)

Po podzieleniu stronami elementéw zawartych w nawiasach przez wielkos¢
sredniej arytmetycznej (a) otrzymujemy:

o o g 9
Pa-2 <Y<1+ D) =pa- 2 <Yenap a<cY<1+2Y), (a6)
a a a a a a a

co rownowaznie mozemy zapisaé nastepujaco:
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P <Y 1<%y p -2 Y 1< +py 0< Y 1< D) (a7)
a a a a a a a
gdzie E(y/a) =1, tym samym E[(y-a)/a] = 0.

Zauwazmy, ze iloraz odchylenia standardowego i $redniej arytmetycznej
wyrazony w postaci ulamkowej lub w procentach nazywany jest
wspotczynnikiem zmienno$ci losowej. Jak pisza Kendall i Buckland (1975, s.
270) zstat on po raz pierwszy zaproponowany przez K. Pearsona w 1895 roku
w celu padéwnania dyspersji rozktadow czestosci. Oznaczajac wspdlczynnik
zmiemosci losowej duza litera V mamy:

Uy
V=, (48)

Wykorzystujac powyzsza definicje wyrazenie (47) zapiszemy nastepujaco:
PV <Y 2cvy=p, (v <Y teop4p,0< Y 2<v)  (49)
a a a

gdzie, zgodnie z (38)sP PR,

Na podstawie powyzszego stwierdzamy, ze w przypadku rozkladu

logarytmiczno-normalnego zmiennej losowej v:

* przecigtnie zmienna losowa y odchyla sie od sredniej arytmetycznej o
(V-100)%,

* prawdopodobienstwo tego, iz zmienna losowa przecigtnie odchyli sie od
sredniej arytmetycznej o -(V:100)% jest wieksze od prawdopodobienstwo
tego, ze zmienna ta przeci¢tnic odchyli si¢ od $redniej arytmetycznej o
(V-100)%, co wynika z asymetrii rozkladu zmiennej losowej y.

Przyklad 5

Na podstawie danychk przyktadu 1 i 2 oraz informacji z przyktadu 4
obliczy¢ i zinterpretowaé wspdtczynnik zmiennosei losowej ptac wzgledem ich
$redniej arytmetycznej.

7 uwagi na fakt, ze:

a=1950,00 zt,

oy= 812,27 z,
otrzymujemy:

V=812,27/1950 =0,4165.

Powiemy wigc, ze przecietnie place pracownikow analizowanego sektora
odchylaja sie od ich $redniej arytmetycznej wynoszacej 1950 zt o okolo
41,65%.

Celem doprecyzowania powyzszej interpretacji, wykorzystujac zapis (48)
oraz informaje z przyktadu 4 stwierdzamy, ze:

Ps{-0,4165<[(y-1950)/1950]<0} = 0,454,
Pg{0<[(y-1950)/1950]<0,4165} =0,2785,
P{-0,4165<[(y-1950)/1950]<0,4165} = 0,7324.
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Oznacza to, ze w 73.24 przypadkach na 100 ptace nie beda nizsze lub
wyzsze o wiecej niz 41,65% od ich s$redniej arytmetycznej. Uscislajac
powiemy, ze w 45,4 przypadkach na 100 ptace nie beda nizsze od ich Sredniej
arytmetycznej o wiecej niz 41,65% i jednoczesnie o te¢ wielkos¢ nie beda
wyzsze od ich Sredniej arytmetycznej w 27,85 przypadkach na 100.

Podsumowujac te czes¢ rozwazan powiemy, ze jednakowemu rozproszeniu
absolutnemu i wzglednemu =zmiennej losowej w relacji do $redniej
arytmetycznej odpowiada wieksze prawdopodobienstwo odchylen ujemnych
oraz mniejsze prawdopodobienstwo odchylen dodatnich.

4. Dwa rownowazne twierdzenia dotyczace rozktadu
logarytmiczno-normalnego

W dotychczas prowadzonych rozwazaniach warto$¢ oczekiwana (6) i
wariancje zmiennej y (9) wyrazalisSmy w kategoriach wartosci oczekiwanej i
Wwariancji logarytmu zmiennej y. W sensie poznawczym za pozyteczne nalezy
uzna¢ odwrdcenie sytuacji poprzez wyrazenie wartosci oczekiwanej oraz
wariancji logaytmu zmiennej y w kategoriach wartosci oczekiwanej zmiennej
y. W tym celu, zgodnie z propozycja Teekens'a Koerts’a (1972), wyrazmy (9)
w nastepUjacej postaci:

2 _ (Hiny*oiny)2 . 07
o, =e™ (e =1) (50)
Wykorzystujac (6) powyzsze wyrazenie zapiszemy nastepujaco:
2 2
0y = uy (€™ =) = e’ -y (51)

Przeksztatcajac (51) otrzymujemy ostatecznie:
2
o2, =E(ny-Eln y)2=InEZ—‘2’+15 (52)
y

co nalezato wykazac.
Z drugiej strony na podstawie (6) mamy:

u, =e" oy g%y (53)

Wprowadzajac w powyzszym wyrazeniu w miejsce wariancji logarytmu
zmiennej y wariancj¢ zdefiniowana w (52) w wyniku prostych przeksztatcen
dochodzimy do nastgpujacej postaci:

2
Uiy =Ny —%InE&+lE (54)
S =
Obecnie sformutowaé¢ mozemy dwa réwnowazne wzgledem siebie twierdzenia
dotyczace rozkladu logarytmiczno-normalnego zmiennej losowej y. Przy
pierwszym z nich wykorzystamy zdefiniowania ujete w (2), (3), (6) oraz (9) i
powiemy:
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TWIERDZENIE 1. Jezeli logarytm zmiennej losowej y ma rozktad normalny
N(Hpy,0 ,iy) to zmienna y ma rozklad logarytmiczno-normalny

/\[eﬂ|ny+%0|%1y ezlim y+0-|?1y (eaﬁy _1)]

7, kolei wykorzystujac (52) i (54) oraz ogdlne zdefiniowanie wartosci
oczekiwanej i wariancji zmiennej losowej y powiemy:

TWIERDZENIE 2. Jezeli zmienna losowa y ma rozklad logarytmiczno-
normalny A(u,, o 3 ) to logarytm zmiennej losowej y ma rozktad normalny

2 2
N[In u, —%InEEZ +1H InEb—Z +1E
=T I T
Alternatywny sposob zdefiniowania rozkladu logarytmiczno-normalnego
sugeruje mozliwos¢ alternatywnego wzgledem (14) zdefiniowania zwiazku
pomigdzy Srednig arytmetyczng i geometryczna. W tym celu zdelogarytmujmy
stronami wyrazenie (54), w wyniku czego otrzymujemy:

15, f
Hin —_ |nl-1 2%/"}3 E
e =e Ve (55)
Zauwazmy, ze wyrazenie z lewej strony réwnania jest srednia geometryczna
zmiennej y, natomiast p=exp(n p,) jest srednia arytmetyczna (a). W

konsekwenciji tego otrzymujemy:
g=a/,/‘a§/azj—l (56)

Po prostym przeksztalceniu (56), alternatywny wzgledem (14) zwigzek
funkcyjny pomiedzy $rednia geometryczng i arytmetyczng, przedstawia sig
nastepujaco:

g=a’/,o’ +a’ (57)

Przyklad 6
Niech ptace miesieczne (y) pracownikow pewnego sektora gospodarczego

charakteryzuja si¢ rozkltadem logarytmiczno-normalnym. Place wyrazone sa w
zlotych. Zatozmy, ze warto$¢ oczekiwana ($rednia arytmetyczna) i odchylenie
standardowe plac rownaja si¢ odpowiednio:
a=py=1950z,
oy= 812,27 zk.
Okresli¢: 1) mediang (Srednia geometryczng) plac 2) wzgledne rozproszenie
ptac wokot sredniej geometrycznej.

Na wstepie zauwazmy, ze w omawianym przypadku mamy:

a = 19506 = 3 802 500

o’y = 812,27 = 659 782,55
Ad 1) Na podstawie (57) otrzymujemy:

g =3802500/ \/659722,52 +3802500=1800zt,
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co jest zgodne z zalozeniami do przyktadu 1.

Ad 2) Wariancje logarytmu zmiennej y wzgledem logarytmu zmiennej
geometrycznej obliczymy w warunkach alternatywnych na podstawie (52). W
rezultacie otrzymujemy:

o2, =In[(65978255/ 3802500 +1] =016,

co znajduje potwierdzenie w danych do przykladu 1.
Oczywiscie odchylenie standardowej logarytmu zmiennej y jest réwne:
ony=0,4. Na jego podstawie obliczymy przecigtne w sensie standardowym,
wzgledne rozproszenie zmiennej y w stosunku do $redniej geometrycznej
(mediany) ptac. Zgodnie z (19) i (20) mamy:

vq= exp(-0,4) = 0,67

vg= exp(0,4) = 1,4918
Obecnie tak jak w przykladzie 2 powiemy, ze w sensie standardowym
przecietny udzial ptac w ich $redniej geometrycznej (medianie) waha sig w
granicach od 0,67 do 1,49, czyli place przecietnie odchylaja sie od ich srednigj
geometryczne (mediany) w przedziale od -33% do 48®¥zpatrywany
przyktad unaocznia réwnowaznos$é Twierdzenia 11 2.

Konczae t¢ c¢ze$¢ rozwazan zauwazmy, 7e mimo rdwnowaznosci
Twierdzenia 1 i 2 uzna¢ nalezy Twierdzenie 2 za pochodne wzgledem
Twierdzenia 1. Swiadczy o tym sposob dochodzenia do Twierdzenia 2
wynikajacy z przeksztalcen parametrow rozkladu normalnego logarytmu
zmiennej losowe;j y.

5. Krétkie wprowadzenie do modeli multiplikatywnych

Rozpatrywany rozktad logarytmiczno-normalny w naturalny sposéb
Zwiazany jest z modelami multiplikatywnymi. Aby to wyjasni¢ zalézmy, ze
zmienna v wyraza stosunek pewnej, przyjmujacej jedynie wartosci dodatnie,
zmiennej losowej y do pewnego dodatniego, nielosowego parametru .

v=(y/u)>0. (58)
Oznacza to, ze
y=ulv. (59)

Jesli obecnie zatozymy, iz wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej v jest rowna
jeden, tzn.:

u, = Ev=1, (60)
wowczas stwierdzamy, ze
Ey=ulEv=pu=a. (61)

Oznacza to, ze wtedy gdy spetlniony jest warunek w mysl ktérego Ev=1, to
parametr u w réwnaniu (59) jest srednia arytmetyczng zmiennej losowej y, co
zasygnalizowano za pomoca symbolu a, zgodnie z wczesniej przyjeta umowa.
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Jednoczesnie zmienna losowa v wyraza soba stosunek zmiennej losowej y do
jej Sredniej arytmetycznej zgodnie z (58).
Po zlogarytmowaniu stronami rownania (59) otrzymujemy:
Iny=Inu+u (62)
gdzie:
u=lnv. (63)
Zauwazmy, ze je$li zmienna u ma rozklad normalny to zmienna v ma rozklad
logarytmiczno-normalny. Jesli obecnie zatozymy, ze warto$¢ oczekiwana u jest
rowna zero, tzn.:

U, =Eu=0, (64)
wowczas stwierdzamy, ze
EIny=EInu+Eu=Inyu. (65)

Poniewaz wartos¢ oczekiwana logarytmu zmiennej y jest rdwna logarytmowi
parametru 1, wigc parametr i jest Srednia geometryczna zmienngj y, jako ze

e =e" =p=g (66)
Oznacza to, ze wtedy gdy spetniony jest warunek w mysl ktorego Eu=Inv=0, to
parametr 1 w rownaniu (59) jest $rednia geometryczng zmiennej losowej y, co
zasygnalizowano za pomoca symbolu g, zgodnie z wczesniej przyjeta umowa.
Jednoczesnie zmienna losowa v wyraza sobg stosunek zmiennej losowej y do
jej $redniej geometrycznej zgodnie z (58).

Obecnie na bazie dwu wczesniej sformutowanych alternatywnych
twierdzen, sformulowaé mozemy dwa nastepne dotyczace zwigzkoéw pomiedzy
parame&ami rozktadu zmiennych losowych zdefiniowanych jakouiv.
TWIERDZENIE 3. Jezeli w warunkach (63) zmienna losowa u ma rozklad

normalny N(O, 0’ ) to v jest zmienna losowa o rozkladzie logarytmiczno-

normalnym/\[e%g“z, % (&% -1)]

TWIERDZENIE 4. Jezeli w warunkach (63) zmienna v jest zmienna losowa o
rozktadzie logarytmiczno-normalnym A(L 0\,2) , to u jest zmienna losowa o
rozktadzie normalnym N[—%ln(av2 +1), In(af +1)]

Podsumowujac zauwazmy, ze parametr p moze by¢ uznany za warunkowa
$rednia arytmetyczna lub geometryczng zmiennej losowej y w sytuacji, gdy
Srednia arytmetyczna a tym samym $rednia geometryczna tej zmiennej ulegac
bedzie zmianie pod wplywem czynnikéw nielosowych. Zmiana bowiem

! Przedstawione tutaj zalozenia i wyplywajace z nich wnioski stanowity podstawe
rozwazan dotyczacych modeli multiplikatywnych w artykutach Bolt, Ossowski (1992),
Ossowski (1988) i monografii Ossowski (1989).

% Twierdzenie to stanowito podstawe do poszukiwan nieobciazonego estymatora dla
sktadnika systematycznego w modelu multiplikatywnym w przypadku gdy sktadnik ten
wyznacza warunkowe srednie arytmetyczne zmiennej objasnianej (por. Bradu, Mundlak
(1970), Golberger (1968), Heien (1968), i Teekens, Koerts (1972).
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warunkowej $redniej geometrycznej zmiennej y, charakteryzujacej sig
rozkladem logarytmiczno-normalnym, gwarantuje scisle okreslone zmiany
warunkowej sredniej arytmetycznej i odwrotnie, zmiana warunkowej Srednigj
arytmeycznej zmiennej y gwarantuje scisle okreslone zmiany warunkowej
sredniej geometrycznej. O tym, czy parametr L ma by¢ warunkowsa srednig
arytmetycana lub geometryczna decydujemy przyjmujac okreslone zalozenia
dotyczace parametréw rozktadu zmiennej losowej v a tym samym zmiennej u.
Nalezy podkresli¢ z cala moca, ze zmienna losowa y, jesli charakteryzuje sig¢
rozkladem logarytmiczno-normalnym, ma scisle okreslone parametry rozkltadu,

takie jak $rednia arytmetyczna (warto$¢ oczekiwana), srednia geometryczna
(mediana), dominanta, wariancja zmiennej y lub wariancja logarytmu zmiennej
y. Tym samym korzystanie z twierdzenia 3 lub 4 w niczym nie narusza
charalterystyki rozktadu zmiennej losowej y. Decyduje jedynie o wyborze
parametru odnigenia w stosunku do innych parametréw rozktadu zmiennej vy,

a tym saym o sposobie zapisu wszystkich pozostatych parametrow rozkladu
zmiennej y. Pametry te bowiem mozemy zapisywaé w kategoriach zmiennej y

lub jej logarytmu a tym samym w kategoriach zmiennej u lub v.

6. Wnioski kohcowe

W artykule wykazano, ze w przypadku, gdy zmienna losowa y ma rozktad
logarytmiczno-normalny N(wny, 02|ny) to:

* parametry y=exp(-oiy) | Vg=exp(oiny) Wyznaczaja przedziat dla
przecietnego w sensie standardowym, wzglednego rozproszenia zmiennej y
w stosuiku do jej sredniej geometrycznej g=exp(Liny),

* parametry g-¥do Qg-y wyznaczaja przedzial dla przeci¢tnego w sensie
standadowym, absolutnego rozproszenia zmiennej y wzgledem jej sredniej
geometrycznej.

Stwierdzono:

* dla przypadku $redniej geometrycznej zmiennej losowej y, iz jednakowemu
prawdopodobienistwu realizacji zdarzen odpowiada, co do wartosci
bezwzgl¢dnej, mniejszy przedziat dolny i wickszy przedziat gorny odchylef
zmiennej y od jej sSredniej geometrycznej (mediany).

* dla przypadku sredniej arytmetycznej zmiennej losowej y, iz jednakowemu
rozproszeniu absolutnemu i wzglednemu zmiennej losowej y w relacji do
$redniej arytmetycznej odpowiada wigksze prawdopodobienstwo odchylef
ujemych oraz mniejsze prawdopodobiefistwo odchylen dodatnich.

Na podstawie przeprowadzonej analizy dotyczacej rodzajow miar dyspers;ji
wnioskujemy, ze:

* miare wzglednego rozproszenia zmiennej losowej uznaé mozna za
naturaha miar¢ rozproszenia zmiennej losowej w relacji do $redniej
geometrycznej; namiast miare absolutnego rozproszenia zmiennej losowej
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wzgledem S$redniej geometrycznej uzna¢ nalezy za miare pochodna

wzgledem miary rozproszenia wzglednego.

* miar¢ absolutnego rozproszenia zmiennej losowej uznaé mozna za
naturaha miar¢ rozproszenia zmiennej losowej w relacji do $redniej
arytmetycznej; n@miast miar¢ wzglednego rozproszenia zmiennej losowej
wzgledem Sredniej arytmetycznej uzna¢ nalezy za miar¢ pochodng
wzgledem miary rozproszenia absolutnego.

Wykazano ponadto, ze w zakresie zwiazkow pomiedzy srednia
arytmetyczng (a) i geometryczng (g) zmiennej losowe] y o rozkladzie
logarytmiczno-normalnym, funkcja: g&a’+a)"? jest réwnowazna funkcji:
g=a-exp[(1/2) (52|ny], gdzie parametr ¢y jest wariancja zmiennej losowej vy,
natomiast parametr 02|nyjest wariancja logarytmu zmiennej losowej y.
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