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1. :VW
S

:VSyáF]HVQH SURFHV\ HNRQRPLF]QH V� F]
VWR WDN VNRPSOLNRZDQH� *H GR LFK

]UR]XPLHQLD SU]HVWDM� Z\VWDUF]Dü VWDQGDUGRZH PHWRG\ PDWHPDW\F]QH F]\ NOa-
V\F]QH PRGHOH HNRQRPHWU\F]QH� &RUD] F]
�FLHM VL
JD VL
 GR DUVHQDáX PHWRG

Z\SUDFRZDQ\FK Z LQQ\FK G]LHG]LQDFK QDXNL� ]ZáDV]F]D IL]\NL� NWyUH ] UDFML
VZRMHM VSHF\ILNL V� GREU]H SU]\VWRVRZDQH GR DQDOL]\ XNáDGyZ ]áR*RQ\FK� 'o-
�ZLDGF]HQLD IL]\NL VWDW\VW\F]QHM� WHRULL FKDRVX GHWHUPLQLVW\F]QHJR F]\ WHRULL
IUDNWDOL SRND]XM�� *H QDZHW Z�UyG QD SR]yU ]XSHáQLH SU]\SDGNRZ\FK GDQ\FK
MHVWH�P\ Z VWDQLH RGV]XNDü Já
ERNR XNU\WH ]ZL�]NL L SUDZD� 'RW\F]\ WR ]DUyw-
no procesów "chaotycznych" jak i czysto losowych. W tym ostatnim przypadku,
NLHG\ QD EDGDQ� ]PLHQQ� ZSá\Z PD ZLHOH QLH]DOH*QLH G]LDáDM�F\FK L F]
VWR

QLH]QDQ\FK OXE VáDER ]QDQ\FK F]\QQLNyZ� PR*HP\ NRU]\VWDü ] UR]ZLQL
WHJR
DSDUDWX VWDW\VW\NL PDWHPDW\F]QHM� : WDNL VSRVyE PR*QD QS� ]UR]XPLHü RSLVDQH
MX* VWR ODW WHPX UXFK\ %URZQD� NWyUH Z VZRLP NODV\F]Q\P VIRUPXáRZDQLX VWa-
QRZL� DUFKHW\S SURFHVX LGHDOQLH SU]\SDGNRZHJR� 0HWRG\ Z\SUDFRZDQH Z IL]y-
FH SR]ZDODM� WDN*H QD RGUy*QLHQLH RG VLHELH GDQ\FK� NWyUH SR]RUQLH Z\JO�GDM�

WDN VDPR� DOH Z LVWRFLH Z\ND]XM� V]HUHJ VSHF\ILF]Q\FK ZáDVQR�FL� ]ZL�]DQ\FK
z FKDUDNWHUHP JHQHUXM�F\FK MH SURFHVyZ IL]\F]Q\FK� :LHOH ] W\FK PHWRG So-
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]ZDOD UyZQLH* QD RGV]XNDQLH XQLZHUVDOQ\FK FHFK EDGDQ\FK SURFHVyZ� F]
VWR
QLHZLGRF]Q\FK QD SR]LRPLH �VXURZ\FK� GDQ\FK GR�ZLDdczalnych.

6]F]HJyOQLH LQWHUHVXM�F� NDWHJRUL
 GDQ\FK HNRQRPLF]Q\FK VWDQRZL� NXUV\

Z\PLDQ\ ZDOXW� = ZLHOX Z]JO
GyZ MHVW WR SRSXODUQH ÄSROHWNR GR�ZLDGF]DOQH´�
QD NWyU\P F]
VWR Z\SUyERZXMH VL
 QRZH WHFKQLNL L NRQFHSFMH WHRUHW\F]QH� :L�-
*H VL
 WR JáyZQLH ] LFK ]QDF]HQLHP SUDNW\F]Q\P � NXUV\ Z\PLDQ\ ZDOXW RGJUy-
ZDM� EDUG]R LVWRWQ� URO
 Z JRVSRGDUFH ZL
NV]R�FL NUDMyZ� Z W\P 3ROVNL >�@�

:\VWDUF]\ ZVSRPQLHü SUREOHP\ L NRQWURZHUVMH ]ZL�]DQH ] ZSURZDG]HQLHP
ZVSyOQHM ZDOXW\ Z F]
�FL NUDMyZ 8QLL (XURSHMVNLHM� F]\ RVWDWQLH GRQLHVLHQLD
o wzajemnych relacjach HXUR L MHQD MDSR�VNLHJR GR GRODUD DPHU\ND�VNLHJR�

NWyUH SRZD*QLH ZSá\ZDM� QD SROLW\N
 JRVSRGDUF]� L V\WXDFM
 HNRQRPLF]Q�
w VNDOL JOREDOQHM� :D*QD MHVW WDN*H áDWZD GRVW
SQR�ü GX*HM LOR�FL GDQ\FK HPSi-
U\F]Q\FK� :DUWR� ZL
F RGQRWRZDü IDNW� *H PHWRG\ UR]ZLQL
WH SLHUZRWQLH
w IL]\FH WHRUHW\F]QHM QD SRWU]HE\ DQDOL]\ QLHOLQLRZ\FK XNáDGyZ G\QDPLF]Q\FK�
RND]Dá\ VL
 QLH]Z\NOH VNXWHF]Q\P QDU]
G]LHP EDGDQLD U\QNyZ ILQDQVRZ\FK

i Uy*QRURGQ\FK SURFHVyZ HNRQRPLF]Q\FK >2-5]. Niezaprzeczalne zalety i sku-
WHF]QR�ü PHWRG LOR�FLRZ\FK SU]HQLNDM�F\FK ] IL]\NL GR HNRQRPLL VSRZRGRZDá\

SRZVWDQLH �L ZFL�* VW\PXOXM� UR]ZyM� QRZHM G\VF\SOLQ\ QDXNRZHM ± ekonofizy-
NL >�@� : QLQLHMV]HM SUDF\ X*\ZDP\ QLHNWyU\FK ] W\FK PHWRG GR DQDOL]\ ]PLDQ
NXUVyZ ZDOXW ZFL�* PáRGHJR U\QNX SROVNLHJR� %DGDQH GDQH SRFKRG]� ] RNUHVX

od stycznia 1993 do sierpnia 2002.
:LDGRPR� *H �UHGQL NXUV ZDOXWRZ\ ZL�*H VL
 ]DUyZQR ] RJyOQ� V\WXDFM�

HNRQRPLF]Q� GDQHJR NUDMX MDN L MHJR SROLW\N� ZDOXWRZ� L PDNURHNRQRPLF]Q��
5y*QH WHRULH HNRQRPLF]QH SUyEXM� PRGHORZDü ]ZL�]HN SRPL
G]\ QLPL� -HGQDN
QD FKZLORZH ]PLDQ\ WHJR NXUVX ZSá\ZD WDN ZLHOH F]\QQLNyZ� *H QLHXQLNQLRQ\

VWDMH VL
 MDNL� URG]DM DQDOL]\ VWDW\VW\F]QHM� : QLQLHMV]HM SUDF\ SRGGDMHP\ DQDOi-
]LH áDWZR GRVW
SQH� SXEOLNRZDQH� G]LHQQH� �UHGQLH NXUV\ Z\PLDQ\� 1LH Z\Na-
]XM� RQH ]Z\NOH *DGQHM SDPL
FL F]DVRZHM DQL W\SRZ\FK NRUHODFML� 0RJ� MHGQDN
LVWQLHü NRUHODFMH QLH SRPL
G]\ GDQ\PL� DOH SRPL
G]\ Uy*Q\PL VNDODPL ]PLHn-
QR�FL� 3URFHV\ LGHDOQLH SU]\SDGNRZH ± WDNLH MDN UXFK\ %URZQD � Z\JO�GDM�

LGHQW\F]QLH Z ND*GHM VNDOL ]PLHQQR�FL� 5yZQLH* Z\NáDGQLN Holdera h, charak-
WHU\]XM�F\ ZáDVQR�FL VNDORZDQLD PD W
 VDP� ZDUWR�ü� UyZQ� ���� Z ND*GHM VNDOL�

,VWQLHMH MHGQDN V]HUHJ QLHOLQLRZ\FK SURFHVyZ G\QDPLF]Q\FK� NWyUH V� (UyGáHP
GDQ\FK R SU]\SDGNRZ\FK ZDUWR�FLDFK� Z\ND]XM�F\FK VLOQH NRUHODFMH Uy*Q\FK

VNDO ]PLHQQR�FL� ,VWQLHMH V]HUHJ PHWRG QD Z\]QDF]DQLH ZVSyáF]\QQLND h.
W QDV]\FK SRSU]HGQLFK SUDFDFK >�� �@ X*\ZDOL�P\ GR WHJR FHOX PHWRG\ ')$
(detrended fluctuations analysis), wprowadzonej w fizyce statystycznej i wyko-
U]\VW\ZDQHM MX* ZF]H�QLHM Z HNRQRIL]\FH >����@� 7XWDM� NRQW\QXXM�F EDGDQLD
UR]SRF]
WH Z SUDF\ >��@� SRVáXJXMHP\ VL
 DQDOL]� falek (wavelets analysis).
=DVWRVRZDQ\ DOJRU\WP ]RVWDá V]F]HJyáRZR RSLVDQ\ �Z NRQWHN�FLH Z\]QDF]DQLD
Z\NáDGQLND +ROGHUD� Z SUDF\ >��@� 'OD EDUG]LHM ]áR*RQ\FK SURFHVyZ Z\NáDGQLN
+ROGHUD ]DOH*\ RG EDGDQHJR PRPHQWX V\JQDáX q� L NRU]\VWDM�F ] WHM ]DOH*QR�FL

PR*QD ]GHILQLRZDü Z\PLDU fraktalny D� =DOH*QR�ü D RG ORNDOQHJR Z\NáDGQLND
+ROGHUD FKDUDNWHU\]XMH URG]DM ]PLHQQR�FL GDQ\FK L FKDUDNWHU LVWQLHM�F\FK No-
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UHODFML� 3RND]XMHP\ WH ]DOH*QR�FL QD SU]\NáDG]LH NXUVX GRODUD Z REX EDGDQ\FK
SU]HG]LDáDFK F]DVRZ\FK� $QDOL]
 X]XSHáQLDP\ EDGDM�F UR]NáDG\ VWDW\VW\F]QH
G]LHQQ\FK ZDKD� NXUVRZ\FK�

2. Fluktuacje kursów wymiany walut

$QDOL]RZDü E
G]LHP\ V]HUHJL F]DVRZH RSLVXM�FH �UHGQLH NXUV\ G]LHQQH
Z\PLDQ\ SRGVWDZRZ\FK ZDOXW� GRODUD DPHU\ND�VNLHJR� DXVWUDOLMVNLHJR L NDQa-
G\MVNLHJR� IXQWD EU\W\MVNLHJR� IUDQND V]ZDMFDUVNLHJR� MHQD MDSR�VNLHJR L PDUNL

QLHPLHFNLHM �SRá�F]RQHM ] HXUR� ]H ZVSyáF]\QQLNLHP X*\ZDQ\P GR SU]HOLF]H�
Z]JO
GHP ]áRWyZNL�� QRWRZDQH Z 1DURGRZ\P %DQNX 3ROVNLP �1%3� Z RNUHVLH

RG VW\F]QLD ���� URNX GR VLHUSQLD ���� URNX� &HQ\ Z VWDU\FK ]áRW\FK ]RVWDá\
SU]HOLF]RQH QD QRZH� 'QL NROHMQ\FK ODW QXPHURZDQH V� SR NROHL� SRF]�ZV]\ RG

2 stycznia 1993.
-DN ZLGDü EH]SR�UHGQLR ] U\VXQNX �� EDGDQH V]HUHJL F]DVRZH Z QDWXUDOQ\

VSRVyE G]LHO� VL
 QD GZLH F]
�FL R ]XSHáQLH Uy*Q\P FKDUDNWHU]H� *UDQLF
 So-
PL
G]\ W\PL GZRPD RGPLHQQ\PL RNUHVDPL MHVW EDUG]R áDWZR XVWDOLü� QD QDV]HM
VNDOL MHVW WR G]LH� PDM�F\ QXPHU ����� FR Z\SDGD �� VLHUSQLD ����� :\UD(QD

Uy*QLFD Z ]DFKRZDQLX REX F]
�FL Z\NUHVX SROHJD QD ]PLDQLH ZLHONR�FL SU]y-
SDGNRZ\FK IOXNWXDFML� MDNLH Z\VW
SXM� ZRNyá �UHGQLHJR� ]PLHQLDM�FHJR VL
 So-
ZROL WUHQGX� :\UD(QLH ZLGDü� *H SR VLHUSQLX ���� ]PLDQ\ V� JZDáWRZQLHMV]H

i IOXNWXDFMH PDM� ZL
NV]� �UHGQL� ZDUWR�ü�
3RQLHZD* QD SU]HVWU]HQL RVWDWQLFK �� ODW NXUV\ ZDOXW E\ZDá\ RGJyUQLH XVWa-

ODQH L NRQWURORZDQH� Z\GDMH VL
� *H E\ü PR*H WDN GX*D ]PLDQD G\QDPLNL NXUVX
MHVW ]ZL�]DQD ]H ]PLDQ� VSRVREX UHJXORZDQLD FHQ\ ZDOXW ] W]Z� NRV]\ND �]H
V]F]HJyOQ\P XZ]JO
GQLHQLHP PDUNL L GRODUD�� 'R�ü áDWZR SRGDü DUJXPHQW Vu-
JHUXM�F\ IDáV]\ZR�ü WDNLHJR UR]XPRZDQLD� F]
�FLRZH XSá\QQLHQLH NXUVX QDVW�-
SLáR � PDUFD ���� ]D� SHáQH XSá\QQLHQLH NXUVX PLDáR PLHMVFH �� NZLHWQLD �����

=PLDQD FKDUDNWHUX ]DFKRZDQLD VL
 IOXNWXDFML Z\SDGD ]DWHP QLHPDO Z �URGNX
RNUHVX SRPL
G]\ GZLHPD ZVSRPQLDQ\PL Z\*HM GDWDPL� QLH SRZLQQD ZL
F E\ü
] QLPL EH]SR�UHGQLR ]ZL�]DQD�

6NRUR Z\]QDF]RQD SU]H] QDV GDWD QLH SRNU\ZD VL
 ] GDW� *DGQHM ] GHF\]ML
EH]SR�UHGQLR GRW\F]�F\FK SROLW\NL NXUVRZHM� URG]L VL
 QDWXUDOQH S\WDQLH R SU]y-
F]\Q\ WHM HZLGHQWQHM ]PLDQ\� 2ND]XMH VL
� *H MHVW RQD GREU]H VNRUHORZDQD
z VHMPRZ� GHF\]M� XUXFKRPLHQLD )XQGXV]\ (PHU\WDOQ\FK� : QDV]\FK SRSU]Hd-
QLFK SUDFDFK >�� �� ��@ Z\VXQ
OL�P\ KLSRWH]
� *H E\ü PR*H WR ZáD�QLH )XQGXV]H
V� SRGPLRWDPL� NWyU\FK SRMDZLHQLH VL
 L DNW\ZQR�ü U\QNRZD LVWRWQLH ZSá\Q
áD
QD ]PLDQ
 Z FKDUDNWHU]H IOXNWXDFML NXUVyZ� &KRü QLH XGDáR VL
 MDN GRW�G MHGQo-
]QDF]QLH ]ZHU\ILNRZDü WHM WH]\� WR X]\VNDQH Z\QLNL V� RELHFXM�FH� ,GHDáHP
E\áDE\ RF]\ZL�FL NRQVWUXNFMD PRGHOX SURFHVX RGSRZLHG]LDOQHJR ]D WDNLH ]a-
FKRZDQLH VL
 ZDKD� NXUVyZ ZDOXWRZ\FK�
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5\V� �� .XUV\ ZDOXW Z IXQNFML LOR�FL GQL� NWyUH PLQ
á\ RG � VW\F]QLD ����� .U]\ZH

R]QDF]DM� RG JyU\� NXUV IXQWD EU\W\MVNLHJR� GRODUD DPHU\ND�VNLHJR� ��� MHQyZ

MDSR�VNLFK L GRODUD NDQDG\MVNLHJR� 'OD ZV]\VWNLFK ZDOXW ZLGRF]QD MHVW ]PLDQD

FKDUDNWHUX IOXNWXDFML RNRáR ���� GQLD�

3. 6]DFRZDQLH�ORNDOQHJR�Z\NáDGQLND�+ROGHUD�PHWRG��falek

$E\ LOR�FLRZR ]EDGDü ZVSRPQLDQH Uy*QLFH Z ]DFKRZDQLX VL
 NXUVX� SU]e-
SURZDG]LP\ DQDOL]
 PHWRG� WUDQVIRUPDFML SU]\ SRPRF\ falek. Koncepcja trans-
formacja falkowej polega na splocie badanego przebiegu czasowego z przeska-
ORZDQ\P M�GUHP �IDON�� )(xψ �]Z\NOH SLHUZV]D SRFKRGQD IXQNFML Z\JáDG]DM�-

cej). W naszym przypadku jest to funkcja Gaussa )2/exp()( 2xx −=Θ . Trans-
IRUPDWD V\JQDáX MHVW ]DOH*QD RG GZyFK SDUDPHWUyZ� SDUDPHWUX VNDORZDQLD s
i SDUDPHWUX SU]HVXQL
FLD b

∫
∞

∞−

−= ),()(
1

),(
s

bx
xdxf

s
bsWf ψ (1)

gdzie s jest dodatnie, a b przebiega zbiór liczb rzeczywistych. W praktyce ogra-
QLF]DP\ VL
 GR ]DNUHVX� Z NWyU\P RNUH�ORQH V� GDQH�

7DN ]GHILQLRZDQD IXQNFMD PR*H E\ü SRPRFQD SU]\ Z\]QDF]DQLX SDUa-
PHWUX PLHU]�FHJR ORNDOQH VNDORZDQLH GDQ\FK� W]Z� Z\NáDGQLND +ROGHUD� 0R*QD

JR ]GHILQLRZDü QDVW
SuM�FR�
h

n xxCxxPxf |||)()(| 00 −≤−− , (2)
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gdzie Pn MHVW ZLHORPLDQHP U]
GX n� :\NáDGQLN Holdera h(x0) jest zdefiniowany
jako supremum wszystkich takich h� GOD NWyU\FK UHODFMD ��� MHVW VSHáQLRQD� SRG
ZDUXQNLHP� *H U]�G ZLHORPLDQX n<h� :\NáDGQLN WHQ MHVW GREU]H RNUH�ORQ\

w ND*G\P punkcie funkcji  f � 0R*QD JR Z\OLF]\ü NRU]\VWDM�F ] QDVW
SXM�FHM
ZáDVQR�FL�

,||),( )(
0

0xhsxsWf ∝ (3)
SRG ZDUXQNLHP� *H falka ma przynajmniej n ]QLNDM�F\FK PRPHQWyZ >��@�
W WHQ VSRVyE� OLF]�F RGSRZLHGQL� WUDQVIRUPDW
 SU]\ SRPRF\ falek, wyznaczyli-
�P\ ORNDOQ\ Z\NáDGQLN +ROGHUD GOD VLHGPLX Uy*Q\FK NXUVyZ ZDOXW� SU]HGVWa-
ZLRQ\ QD U\VXQNX �� :LGDü� *H ZV]\VWNLH WH Z\NUHV\ Z\JO�GDM� SRGREQLH� GOD
ZV]\VWNLFK ZDOXW ORNDOQ\ Z\NáDGQLN h PD Z\*V]� ZDUWR�ü QD SRF]�WNX L MHGQa-
NRZ\� UyZQROHJá\ GOD ZV]\VWNLFK VSDGHN Z SREOL*X Z\Uy*QLRQHM GDW\ ] VLHUSQLD
����� SRWHP LFK ZDUWR�FL V� QL*V]H� -HG\Q� ZDOXW�� GOD NWyUHM Z\OLF]RQ\ Zy-
NáDGQLN QLH Z\ND]XMH WDNLHJR FKDUDNWHU\VW\F]QHJR VSDGNX MHVW IUDQN V]ZDMFDr-
ski.

2ND]XMH VL
 ZL
F� *H ZVSyáF]\QQLN WHQ� REOLF]RQ\ Z IXQNFML czasu, zmienia
GR�ü JZDáWRZQLH VZRM� ZDUWR�ü ] ZL
NV]HM �GX*R SRZ\*HM ���� QD PQLHMV]�
�RVF\OXM�F� ZRNyá ����� =PLDQD WD Z\VW
SXMH Z RNROLFDFK VLHUSQLD ���� URNX�

FR ]JDG]D VL
 GREU]H ] SLHUZV]�� ZL]XDOQ� REVHUZDFM� GDQ\FK�
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5\V� �� /RNDOQD Z F]DVLH ZDUWR�ü Z\NáDGQLND Holdera h dla kursów wymiany siedmiu
EDGDQ\FK ZDOXW� /LQLDPL SU]HU\ZDQ\PL ]D]QDF]RQR ZDUWR�FL RGSRZLDGDM�FH

(od góry): funtowi brytyjskiemu, marce niemieckiej i dolarowi australijskiemu.
/LQLH FL�JáH R]QDF]DM� Z\NáDGQLNL GOD �RG JyU\�� MHQD MDSR�VNLHJR� GRODUD DPe-
U\ND�VNLHJR L GRODUD NDQDG\MVNLHJR� .U]\*\NL RGSRZLDGDM� Z\NáDGQLNRZL Hol-
dera dla kursu franka szwajcarskiego.
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4. Widmo multifraktalne

$E\ GRGDWNRZR SU]HEDGDü FKDUDNWHU\VW\N
 UR]NáDGyZ ]PLDQ Z]JO
GQ\FK NXr-
VyZ G]LHQQ\FK� Z\OLF]\OL�P\ UR]NáDG\ Z\PLDUX fraktalnego D w funkcji
ZVSyáF]\QQLND h. ,P WDNL UR]NáDG MHVW V]HUV]\� W\P EDUG]LHM multifraktalny jest
charakter danych - dla idealnych przebiegów typu Browna, taki wykres zawiera
MHGHQ SXQNW� ,QWHUHVXM�FH QDV IXQNFMH Z\JO�GDM� EDUG]R SRGREQLH GR W\FK� NWyUH
Z\QLNDM� ] SU]HELHJX LQQ\FK SURFHVyZ Z SU]\URG]LH >��@� V� parabolicznie
UR]áR*RQH ZRNyá ZDUWR�FL �UHGQLHM L MDNR FDáR�ü SU]HVXZDM� VL
 Z]GáX* RVL h,
JG\ OLF]\P\ MH GOD GUXJLHM F]
�FL F]DVRZHM�

6WDW\VW\F]QH ZáDVQR�FL V\JQDáX PR*HP\ GRNáDGQLHM DQDOL]RZDü� GHILQLXM�F

IXQNFM
 UR]NáDGX Mako

∑
Ω

=
)(

max |),(|),(
s

qbsWfqsZ , (4)

gdzie }{)( maxbs =Ω  jest zbiorem wszystkich lokalnych maksimów falek

w skali s [14]. Parametr q R]QDF]D ZDUWR�ü PRPHQWX� GOD NWyUHJR OLF]\P\ IXQk-
FM
� 0RPHQW WHQ RGSRZLDGD SRM
FLX WHPSHUDWXU\ Z IL]\FH VWDW\VW\F]QHM� 3R

REOLF]HQLX UR]NáDGX Z PR*HP\ ]QDOH(ü IXQNFM
 )(qτ � RSLVXM�F� QDVW
SXM�F�

ZáDVQR�ü VNDORZDQLD�
)(),( qsqsZ τ∝ . (5)

Wymiar multifraktalny D Z\]QDF]D VL
 Z RSDUFLX R W
 IXQNFM
� ZLHG]�F� *H�

)()())((

),(
)(

qqqhqhD

qh
dq

qd

τ

τ

−=

=
(6)

1DVW
SQLH WUDNWXMHP\ q MDNR SDUDPHWU L Z\NUH�ODP\ ]DOH*QR�ü D(h) tak, jak na
rysunku 3.

Charakter otrzymanego widma multifraktalnego jest podobny dla obu prze-
G]LDáyZ F]DVRZ\FK� :LGPR GOD GUXJLHJR SU]HG]LDáX MHVW OHNNR SU]HVXQL
WH
w VWURQ
 Z\*V]\FK ZDUWR�FL h L QLHFR V]HUV]H QL* RGSRZLHGQLH ZLGPR GOD

pierwszego odcinka czasu. :\NUHV\ GOD NXUVX PDUNL Z\JO�GDM� DQDORJLF]QLH�
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5\V� �� =DOH*QR�ü Z\PLDUX multifraktalnego D RG ORNDOQHJR Z\NáDGQLND Holdera h dla
NXUVX GRODUD DPHU\ND�VNLHJR� .ZDGUDW\ RGSRZLDGDM� SLHUZV]HPX D NyáND GUu-
JLHPX ] Z\RGU
EQLRQ\FK Z WHN�FLH SU]HG]LDáyZ F]DVRZ\FK�

5. 5R]NáDG\�ZDUWR�FL�Z]JO
GQ\FK�ZDKD��NXUVRZ\FK

'RW\FKF]DVRZD DQDOL]D NXUVyZ ZDOXW GRSURZDG]LáD GR Z\Uy*QLHQLD GZyFK
SU]HG]LDáyZ ]PLHQQR�FL� 2ED WH ]ELRU\ GDQ\FK Z\ND]XM� QLHFR LQQ� G\QDPLN
�

3RG]LHOLOL�P\ QDV]H GDQH QD GZD RNUHV\ L GOD ND*GHJR ] QLFK ]URELOL�P\ KLVWo-
JUDP Z]JO
GQ\FK ]PLDQ� +LVWRJUDP\ WH RGSRZLDGDM� UR]NáDGRP� MDNLP SRGOe-
JDM� EDGDQH V]HUHJL F]DVRZH� : SRSU]HGQLFK SUDFDFK SRND]DOL�P\� *H UR]NáDG\

Z SLHUZV]\P SU]HG]LDOH RGSRZLDGDM� VWDW\VW\NRP VXP R GX*HM OLF]ELH QLH]DOH*-
Q\FK HOHPHQWyZ ± U]
GX VWX� QDWRPLDVW GUXJL SU]HG]LDá ]PLHQQR�FL PR*H E\ü

RSLVDQ\ UR]NáDGDPL GZXSXQNWRZ\PL ± RGSRZLDGDM�F\PL NLONX GR NLONXQDVWX
HOHPHQWRP� 7DNLH UR]NáDG\ PRJ� E\ü GRSDVRZDQH W\ONR GOD PDá\FK ZDUWR�FL�
ERZLHP GOD ZL
NV]\FK RGFK\OH� SU]HFKRG]� Z UR]NáDG\ SRW
JRZH GDM�F FKa-
UDNWHU\VW\F]QH GáXJLH RJRQ\� 7DNLH ]DFKRZDQLH ZVND]XMH QD VLOQH NRUHODFMH
i R]QDF]D� *H QLHPR*OLZH MHVW Z SHáQL RSLVDQLH UR]NáDGyZ SU]H] ]PLHQQH QLH]a-
OH*QH� 2ND]XMH VL
� *H NRUHODFMH� MDNLH SRZVWDM� Z QDV]\P XNáDG]LH áDWZR MHVW
RGWZRU]\ü� ]DNáDGDM�F� *H G]LHQQH ]PLDQ\ NXUVX SU]HELHJDM� ] V]\ENR�FL� GDQ�
ogólnym wzorem

κ

α
])(

1
[)( 2

f

df

f

df
W += .

3U]HSá\Z SUDZGRSRGRELH�VWZD ]DGDQ\ WDNLP Z]RUHP R]QDF]D� *H NXUV ]PLHQLD
VL
 W\P V]\EFLHM� LP MHVW Z\*V]\� 2F]\ZL�FLH WDNLH ]PLDQ\ ]DFKRG]Lü PRJ�

w GZLH VWURQ\� .XUV PR*H URVQ�ü DOER PDOHü� ZREHF F]HJR XVWDOD VL
 UyZQRZa-
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JRZ\ UR]NáDG ]PLDQ NXUVX� 5R]NáDG WHQ MHVW SURSRUFMRQDOQ\ GR RGZURWQR�FL
V]\ENR�FL SU]HSá\ZyZ� 1D U\VXQNDFK SRQL*HM SRND]DQH MHVW GRSDVRZDQLH WDNLe-
JR UR]NáDGX GR NXUVyZ GRODUD Z SLHUZV]\P L GUXJLP SU]HG]LDOH ]PLHQQR�FL�

:LGDü� *H GRSDVRZDQLH MHVW EDUG]R GREUH� 3DUDPHWU\ α i κ w obu tych prze-
G]LDáDFK V� Z LVWRWQ\ VSRVyE Uy*QH�

-0,2 - 0,1 0 ,0 0,1 0,2

1

10

100

lo
g

(N
)

df/f

Rys. 4. Dopasowana funkcja :
22 ])005.0(0021.0[

00073.0
)(

−+
=

x
xg .

: SLHUZV]\P SU]\SDGNX DUJXPHQW IXQNFML ]RVWDá QLHFR SU]HVXQL
W\ WDN� DE\

VNRPSHQVRZDü ZLGRF]Q� Z W\P REV]DU]H ]PLHQQR�FL WHQGHQFM
 Z]URVWX NXUVX�
1DMLVWRWQLHMV]D Uy*QLFD SRPL
G]\ W\PL GZRPD UR]NáDGDPL GRW\F]\ Z\NáDGQLND

κ� NWyU\ SU]HFKRG]L ] ZDUWR�FL � GR �� :LGDü� *H SU]\ WDNLHM ]PLDQLH Z\NáDGQLND
V]\ENR�ü ]PLDQ NXUVX ]DF]\QD R ZLHOH VLOQLHM ]DOH*Hü RG ZDUWR�FL ]PLDQ\� F]\OL

NRUHODFMH VWDM� VL
 VLOQLHMV]H� 1DWRPLDVW ZVSyáF]\QQLN α PR*QD UR]XPLHü MDNR

MHGQRVWNRZ� ]PLDQ
 NXUVX� :LGDü� *H ZDUWR�FL WH Uy*QL� VL
 R F]\QQLN �� FR
PR*QD UR]XPLHü MDNR ]PLDQ\ GRNRQDQH SU]H] PDáH UXFK\ GX*HM OLF]E\ LQZHVWo-
UyZ Z SLHUZV]\P SU]\SDGNX �PDá\ ZVSyáF]\QQLN α) L GX*H ]PLDQ\ GRNRQ\Za-
QH SU]H] PQLHMV]� OLF]E
 ZL
NV]\FK LQZHVWRUyZ Z GUXJLP SU]\SDGNX� 7DNLH
ZQLRVNL SRNU\ZDM� VL
 ] W\P� FR ]DREVHUZRZDOL�P\ Z SRSU]HGQLFK SUDFDFK�

X*\ZDM�F LQQ\FK UR]NáDGyZ GR DQDOL]\ GDQ\FK�
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-0 ,2 -0 , 1 0 , 0 0 , 1 0 ,2
0 , 1

1

1 0

1 0 0

lo
g

(N
)

d f/f

Rys. 5. Dopasowana funkcja:
32 ]012.0[

00015.0
)(

x
xg

+
= .

Nowym i ciekawym rezultatem otrzymanym przy pomocy przedstawionych
UR]NáDGyZ� MHVW ZLGRF]Q\ Z Z\NáDGQLNX κ Z]URVW VWRSQLD VNRUHORZDQLD G]LDáD�
Uy*Q\FK LQZHVWRUyZ SU]\ SU]HM�FLX ] SLHUZV]HJR GR GUXJLHJR REV]DUX F]DVo-
wego.

6. Podsumowanie

5y*QRUDNLH PHWRG\� MDNLH VWRVRZDOL�P\ GR DQDOL]\ GDQ\FK� SRFKRG]�F\FK

z U\QNX ZDOXW SRWZLHUG]DM� WR� *H FKDUDNWHU ]DFKRZDQLD VL
 SDUDPHWUyZ RSLVu-
M�F\FK IOXNWXDFMH NXUVyZ Z\PLDQ\ ]PLHQLD VL
� /LF]RQ\ SU]H] QDV Z\NáDGQLN
+ROGHUD ]PLHQLD VZRM� �UHGQL� ZDUWR�ü SU]\ SU]HM�FLX ] SLHUZV]HJR GR GUXJLHJR

REV]DUX F]DVRZHJR� UR]NáDG PXOWLIUDNWDOQ\ SRV]HU]D VL
 L SU]HVXZD� DOH QDj-
ZL
NV]� ]PLDQ
 PR*HP\ ]DREVHUZRZDü� DQDOL]XM�F UR]NáDG Z]JO
GQ\FK�

G]LHQQ\FK ]PLDQ NXUVX� 2ND]XMH VL
� *H DQL UR]NáDG JDXVVRZVNL ± RGSRZLDGDM�-
F\ Eá�G]HQLX SU]\SDGNRZHPX� DQL Z\NáDGQLF]\� F]\ SURSRQRZDQ\ UyZQLH*

ZF]H�QLHM UR]NáDG SRW
JRZ\ QLH RSLVXM� Z SHáQL REVHUZRZDQ\FK ZDUWR�FL� 'o-
SDVRZDQH Z NR�FX SU]H] QDV IXQNFMH VWDQRZL� /RUHQW]RZVNLH UR]NáDG\� SRd-
QLHVLRQH GR GUXJLHM� F]\ WU]HFLHM SRW
JL� Z ]DOH*QR�FL RG SU]HG]LDáX F]DVRZHJR�

NWyU\ EDGDP\� )XQNFMH WDNLH GRSDVRZXM� VL
 GR FDáHJR SU]HG]LDáX ]PLHQQR�FL
NXUVyZ� :\GDMH VL
� *H WDNLH UR]NáDG\ RGSRZLDGDM� VLOQLH RGG]LDáXM�FHPX XNáa-
GRZL RELHNWyZ� FR SURZDG]Lü PR*H GR VDPRVSU]
*RQHJR PHFKDQL]PX XVWDODQLD
NXUVX Z GDQ\P GQLX� 2WU]\PDQ\ SU]H] QDV Z\NáDGQLN � F]\ � PyZL R URG]DMX
i stopniu tego VDPRVSU]
*HQLD�
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