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Filtry Kalmana a btedy specyfikacji hiperstruktury

Artykut nawiazuje do probleméw wykorzystania filtrow Kalmana w anali-
zach ekonometrycznych modeli ze zmieniajacymi si¢ w czasie parametrami,
rozwazanych wczeéniej w pracach (Grzesiak (1995), (Grzesiak (1997) i (Grze-
siak (1999)), a takze w innych opracowaniach autora. W wyzej wymienionych
artykutach przyjeto jako oczywiste zalozenie, ze hiperstruktura przedstawione-
go ponizej liniowego stochastycznego dynamicznego systemu :

Y, =xa,+g t=12..n (1)

a,=Fa,,+Gu +Hn, t=12..,n (2)
sktadajaca si¢ z :
- macierzy przejscia F , macierzy reakcjz, macierzy innowacjH, jak rowniez
z macierzy kowarianciQ) dla #; i wariancjio? jest znana
Taki przypadek nie zachodzi jednak przy empirycznej analizie zmieniajacych
sie w czasie parametrow strukturalnych, tam hiperstruktura jest nieznana i musi
zosta¢ okreslona z dostepnych danych. Taka sytuacje okreslamy jako identyfi-
kowanie procesu parametru. Daje si¢ ona podzieli¢ formalnie na trzy odcinki:
najpierw nalezy wyjasni¢, o jaki typ procesu parametru chodzi — czy przedsta-
wia stacjonarny lub niestacjonarny proces parametru. Nastepnym krokiem jest
okreslenie struktury procesu parametru. Na wstepie nie jest np. wiadomo, jaki
rzad autoregresji jest dopasowany do poszczegdlnych komponentow wektora
parametréw. Oznacza to, ze zaréwno wymiar jak réwniez struktura macierzy
przejscia F sa nieznane. Wreszcie nalezy jeszcze oszacowaé nieznane parametry
macierzy:F, G, H i Q oraz warianj¢ o

! Definicje macierzy Q przedstawiono w pracy Grzesiak (1995), s. 53
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Szczegodlny problem przy identyfibja procesu parametru zawiera si¢
wigc w fakcie, ze w zadnym wypadku przy tym rozréznieniu nie chodzi o po-
szczegolne kroki, ktore kolejno przeprowadza si¢ w czasie. Rozstrzygnigcie
dotyczace typu i struktury procesu parametru zaklada zasadniczo szacowanie
alternatywnych modeli parametru tak, ze bardzo istotna staje si¢ z reguly anali-
za empiryczna. Zajmiemy sie¢ wiec szacowaniem nieznanych parametrdéw hiper-
struktury przy zatozeniu, ze struktura procesu parametru jest znana, tzn. naj-
pierw zostanie rozwazony trzeci punkt problemu identyfikacji.

Literatura ekonometryczna na ten temat jest naszym zdaniem w pierw-
szym rzedzie mato przekonujaca. W zastosowaniach empirycznych uzywano i
zalecano do stosowania (por. np. (Athans (1974), Brannas (1981), Haas (1983),
Otter (1978), Szeto (1973)) whe ,,bladzenia losowego™:

B =Ba*n. t=12..n (5)

ay = S (6)

Oznacza to, ze badania empiryczne zostaly z gory ograniczone do nie-
stacjonarnego modelu parametrdFz=H =1 i G=0. W takiej sytuacji mu-

sza by¢ okreslone jedynie : macierz kowariancji Q i wariancjas® . Dodatkowo
przyjmuje si¢ tez, ze macierz Q jest diagonalna. Jest to zatozenie bardzo re-

strykcyjne, gdyz oznacza w przypadku modeli ,,bladzenia losowego”, ze nie ma

zadnego wzajemnego zwiazku miedzy wariancjami poszczegdlnych kompo-

nentéw wektora parametroy; .

W wielu zaleznosciach ekonomicznych wystepuja jednak te same przy-
czyny zmian parametréw. To pozwolito np. w ramach badania konsumpcji in-
dywidualnej stwierdzi¢, ze zmiany zachowan konsumpcyjnych ida w parze z
przeciwstawnymi zmianami w postawach oszczedzania. Nie mozna tego jednak
wlasciwie odwzorowaé¢ w funkcji konsumpcji opisanej modelem parametru
,btadzenia losowego” z diagonalna macierza Q.

Przy dyskutowanym w literaturzg@odejsciu do okreslenia diagonalnej
macierzy kowariancjiQ chodzi gléwnie o przedstawienie heurystyczne, jak
specyfikacje atoc, lub oparte na analizie wrazliwosci. To, 7ze analiza wrazli-
wosci moze by¢ powiagzana ze stosunkowo duzym nakladem czasu obliczenio-
wego, nie jest przy tym brane pod uwage. Odnosi si¢ to w szczegolnosci do
sytuacji, kiedy takze poprzez analize wrazliwosci sa okreslane: macierz kowa-
riancji bledow X wartosci poczatkowej 1 wariancja 0.

Wszelako takie probkowe podejscie” znalazto szerokie zastosowanie.
Mozna usprawiedliwi¢ takie podejscie do analizy empirycznej jedynie wtedy,
kiedy filtr Kalmana okazuje sie bardzo odporny w stosunku do bledéw specyfi-
kaciji hiperstruktury. Jak wygladaja jednak wyniki badan odpornosci, zaréwno o
charakterze teoretycznym, jak rowniez w oparciu o studia symulacyjne?

2 por. np. Anderson, Moore (1984), Haas (1983), Otter (1978).
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Najwazniejsze wyniki w teoretycznej analizie bledow mozna znalezé w
pracy A. Jazwinskieda Przedstawiono tam przede wszystkim wazny wynik, w
jaki sposob opisa¢ wplyw bleddw specyfikacji ¥ g, Q' ¢’ na macierze kowa-

riancji bledow 3 g 1 X ¢

Twierdzeniel.
NiechQ. i o f beda wyspecyfikowane dla macierzy kowariancji Q i wa-

riancji O 2. Niech 2&0 bedzie specyfikacjq macierzy kowariancji bledu 3 o -
21 | 2 niech beda macierzami kowariancji bledéw obliczonymi na pod-
stawie rzeczywistych wartosci Q, O 2 > oo- Poniewaz zachodzi Q < Qc i
200= 28|0» stad wynika dla macierzy kowariancji bledow Ztcn—l i Ztcn obli-
czonej wraz 8., 051 Ygp

REES I )

PRERY (8)
W oparciu o te wyniki zaleca si¢ nastepujace podejscie praktyczne, ze z reguly
nieznane macierze kowarian@ii 3 oo jak réwniez wariancja 02 s ustalane
poprzez ,konserwatywne” tzn, wystarczajaco duze specyfikacje Q. , Zao [

af. Filtr Kalmana dostarczsuboptymalnych oszacowan af[; i Ztc|t dla linio-

wego stochastycznego dynamicznego systemu.
Zaleznie od wielkosci macierzy kowariancji bleddéw jest wreszcie do roz-

strzygniecia, czy specyfikacje Q. , Zao [ Ug dostarczaja ,,odpowiednich”

oszacowan at(li albo czyQ:. , Zao [ 05 sq do zastapienia przez mniej ,.kon-

serwatywne” specyfikacje. Zalecenia te sktaniaja oczywiscie do analizy wrazli-
wosci przy ustalaniu elementow hiperstruktury.

Pozostaje pytanie, czy ten sposob podejscia nadaje si¢ tez do ekonome-
trycznych zatosowan filtrow Kalmana.

Wiecej wyjasnien o oddzialywaniach bledéw specyfikacji hiperstruktury na
rezultaty algorytmu filtruKalmana dostarczaja studia symulacyjne. Wyniki
dwoch takich studidw zostang nizej przedstawione. Pierwsze badanie przepro-
wadzono w pracy A. McWhortetala modelu parametru Markowa w postaci

% Por. Jazwinski (1970), s.244
* Por. McWhorter, Spivey, Wroblewski (1976), s.280
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Bt = ABi +1; ()]

i otrzymano nastgpujace rezultaty .
Szacunki filtru Kalmangy: zmiennej zaleznej y; okazuja si¢ bardzo odporne

wobec bledéw specyfikacji Q, O 2 F i wartoci poczatkowej ap . Z kolei gdy

bada si¢ odpornos¢ oszacowan fy; , t0 By okazuje si¢ zdecydowanie wrazliwe
wobec bteddéw specyfikacji hiperstruktury i wartos$ci poczatkowej, przy czym
btedy specyfikacji macierzy przejscia F i wartosci poczatkowej ap maja szcze-
gblnie znaczace nastepstwa. Motywuje to A. McWhortera do nastepujacych
zalecen.

Poniewaz przy analizie empirycznej parametrow zmiennych w czasie nie
istnieje mozliwo$¢ sprawdzenia prawidlowosci oszacowania Sy — prawdziwe
przebiegip; nie sa znane w jakimkolwiek studium symulacyjnym — wskazana
jest ostroznos¢ przy interpretacji ekonomicznej wynikow estymacji By . Inaczej
mowiac rezultat potwierdza zdaniem McWhortera przydatnosé filtru Kalmana
do prognozowania zmiennych zaleznych Vy; takze, jesli przeprowadzono specy-
fikacje ad hoc nieznanych parametréw modeli.

Sa tu jednak istotne watpliwosci, poniewaz badano wylacznie odpornosé
filtracji yy; . Filtr Kalmana okazuje si¢ przy tym w rzeczywistosci bardzo stabil-
ny, bowiem przy ,,aktualizacji” wartosci prognozowanych sa dobrze wyré6wny-
wane z reguly takze wielkie bledy prognoz (y; — Yy-1). Do oceny zdolnosci pro-
gnostycznej filtru nadaje si¢ jednak raczej prognozowana oszacowana wartosé
Yit-1 » co nie zostalo jednak uwzglednione w wymienionym wyzej badaniu .

O tym, ze sama dobro¢ dopasowania filtracji yy: W przedziale czasowym ex
post nie wystarczy do oceny zdolnosci prognostycznej, wspomina inna praca
McWhortera, Narasimhama i Simondsia nowo zostal w niej oszacowany
znany model | z pracy (Klein (1950)) na podstawie danych kwartalnych od |
kwartatu 1950 do IV kwartatu 1974, zarowno przy pomocy klasycznej MNK
jak rowniez 3-stopniowa metoda najmnigjszych kwadratow. Oprocz tego
zmienne w czasie parametry byly oszacowane filtrami Kalmana, przy czym
przyjeto dla dynamiki parametréw proces .,btadzenia losowego™.

Struktura macierzy kowariand) zostata przyjeta ad hoc. Okazato si¢ przy
tym, ze filtr Kalmana przy prognozach exte na jeden kwartat daje lekka po-
prawe prognoz w poréwnaniu do klasycznej MNK i trdjstopniowej MNK. W
przeciwienstwie do tego 4-kwartalne prognozy ex ante uzyskane klasyczng
MNK i tréjstopniowa MNK przewyzszaja prognozy zmiennych w czasie para-
metréw we wszystkich réwnaniach modelu.

Dalsze studium symulacji zostatlo przeprowadzone przez Brannasa i We-
stlund&. Wyniki tych studiow potwierdzaja w zasadniczych miejscach wyniki
poprzednich badan . Bledy specyfikacji wartosci poczatkowej i macierzy przej-

®> Por. McWhorter, Narasimhan, Simonds (1977).
® Por.Brannas, Westlund (1981).
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Scia F maja nastgpstwa w postaci wielkich bledow przy szacowaniu wektora
parametrows, . W poréwnaniu z tym filtKalmana okazuje si¢ bardzo odporny

na bledy specyfikacji macierzy kowariancji Q i wariancji o°. Wzorzec ekspe-
rymentu symulacyjnego Brannes&estlunda nalezy jednak w jednym miejscu
skrytykowaé. Jesli Q i o%sq prawdziwymi specyfikacjami, wowczas Brannas i
Westlund stale badaja w swoim studium symulacyjnym reakcje filtru Kalmana
na bledy specyfikacji typu Qz =cQ lub o& =co?, podczas gdy nie spraw-
dzono nastepstw zmian stosunku elementu Q.

O tym, ze filtr Kalmana nie reaguje wyraznie na rozwazane u wymienio-

nych autoréw proporcjonalne zmiany wariancji i kowariancji, wskazuje takze
nastgpujace tatwe do udowodnienia twierdzenie.

Twierdzenie2.

Niech Q¢; =CQ, Ué =Co? oraz Zao =CZO|0 beda wyspecyfikowanymi
wariancjami i kowariancjami £ > 0 dla filtru Kalmana. Wtedy zachodzi dla
obliczanych przy tym szacunkc')waﬁt_l [ aﬁt wektora stanu ¢ :

Ofjt-1 = Ay (10)

Qe =y (12)
Dla macierzy kowariancji bledéw zachodzi

Si4=Cla (12)

Zt(|:t =C 2y (13)

Dowdd : Twierdzenie dowodzi si¢ przez indukcje zupelna. Poczatek indukcji
dlat = 1 wynika bezposrednio z zamieszczonych w pracy (Grzesiak (1995))
rownan (13) - (17) filtru Kalmand dla Y60 =C S 00° Przyjeto, ze teza jest praw-

dziwa dlat — 1. Wynika to ze wspomnianego wyzej réwnania (13).
O’tc|t—1 = Fag,+ Gy = Fa, g1+ GU =0y (14)

a z rownania prognozy kowariancji (14 ) otrzymuje sie :

zﬁt—l =F zf—m—l FT+HQH =

S (19
=FC3 iy F +HCQH =C3%, 4,

Dla wektora wzmochnienia filtru zachodzi przy tym

" Rownania te sa przedstawione w pracy Grzesiak (1995), s.58
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K = Ztc—1|t—1X1(X1T Ztc|t—1xt +08)7 =

T 2y-1 (16)
:Czth—lxt(xt sz_lxt +Co ) = Kt

c —
Tezad tt — a tt wynika przy tym bezposrednio z rdwnania stanu filtru (16).

Réwniez teza (7) wynika z rdwnania filtru kowariancji (17):
C _<C C,T<C _
2t = 21 TKe X -1 =

=C2t —Kq C -1 = C 2y

W praktyce nieznana jest jednak nie tylko absolutna wielko$¢ macierzy
kowariancji Q , ale takze struktura macierzy. Jest watpliwe, czy Q ma postaé
diagonalng czy nie, jak rowniez jest nieznany stosunck wielkosci poszczegol-
nych elementovi.

Pewng czesto w literaturze wspomniana mozliwos¢, aby szacowac nieznana
macierz kowariancjiQ, oferuje tzw. filtr Sage — Hu8aChodzi tu o modyfika-
cj¢ filtru Kalmana. Nieznane wariancje i kowariancje sa przyjmowane jako
dodatkowe komponenty wektora stanwspdtszacowane rekursywnie. Prowa-
dzi to jednak do znaczacego zwigkszenia rozmiaréw wektora stanu, co jest klo-
potliwe do zastosowania w ekonomii z powodu krotkich szeregéw danygh. Ci
zar problemu jest przy tym przesunigty w inne miejsce, poniewaz algorytm
filtracji potrzebuje wartosci poczatkowych O : i Q, dla wariancji i kowarian-
cji.

Podsumowujac dyskusj¢ na temat bleddw specyfikacji nalezy wskazad, ze
tak rozpowszechniony sposdb postepowania, jak specyfikacje ad hoc i analizy
wrazliwosci sa malo przydatne do okreslania nieznanej hiperstruktury zmien-
nych w czasie modeli parametru. Wlasnie to jest wazne ze wzgledu na oczeki-
wana poprawe jakosci prognostycznej modelu ekonometrycznego i w szczegol-
nosci to zwraca uwage przy ekonomicznej interpretacji oszacowanego przebie-

17)

gu parametru. Przebieg oszacowanych wartosci parametru Bm jest w najwiek-

szym stopniu zalezny od wyboru macierzy kowariancji Q. Jesli ponadto
uwzglednia si¢ wpltyw bledow specyfikacji macierzy przejscia F, to mozna so-
bie latwo wyobrazié, ze bez jakiego$ odpowiedniego kryterium szacowania
praktycznie kazdy ,zadany” przebieg parametru moze zosta¢ oszacowany
zgodnie z ,,wlasciwym” wyborem hiperstruktury.

8 Por. Sage, Husa (1969).
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