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Zastosowanie testow serii znakow
w statystycznej kontroli procesu

1. Uwagi wstepne

Podstawowym zadaniem statystycznego sterowania procesem jest wyodreb-
nienie wynikéw pomiarow, ktore wskazuja na istnienie ,,zakldcen” w stabilnym
przebiegu.

Przyjmijmy, Ze zmienne losowe zaklocajace stabilny przebieg procesu maja
charakter addytywny, czyli dodaja si¢ do zmiennej odpowiadajacej stabilnemu,
czyli uregulowanemu procesowi.

Préba pobrana w chwili odpowiada obserwacjom pewnej zmiennej loso-

wej Y(t)

k
Y, = X, + Il(t)XI (1)
=Xty
gdzie
x = F (4, 0?)

oraz funkcja wskaznikowa |; (t) ma postaé

H

1,-(t)=§ Zpmwem b )
B zp-wem(1l-p)H
Jezeli rozwazany model (1) jest wlasciwy i mamy K mozliwych wyznaczo-

nych przyczyn rozregulowania, to w danej prébie obecna jest je(ﬂ}famoz—
liwych kombinacji zmiennych losowych odpowiadajacych tym przyczynom
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rozregulowania. Zauwazmy, ze skrajnymi mozliwosciami sposrod wszystkich
ok kombinacji sa:
— niewystapienie zadnej przyczyny rozregulowania (/,(t) =0dlai=1...,k)
dla wszystkich =1,...,k,
—  wystgpienie wszystkich przyczyn rozregulowania (I;(t) =1 dla wszystkich
i=1..k)
Przyjmujemy, ze proby pobierane sa dostatecznie rzadko, by posta¢ zmien-
nej Y dla jednej proby byla niezalezna od jej postaci dla innej proby. Ponadto
zakladamy, ze kazda funkcja wskaznikowa |; zachowuje stata wartos¢ (O lub 1)

w czasie pobierania jednej proby oznacza to, ze czas pobierania proby jest do-
statecznie krotki by na probe sktadaly sie obserwacje jednej i tej samej zmien-
nej losowejY .

2. Rozktady liczby i dtugosci serii monotonicznych

Niech Yy, Ys,...,Y, oznaczaja ciag uporzadkowanych w czasie obserwacji

dokonanych na zmiennej na zmienigj

Rozwazajac ciag znakow

sgn(y, = Y1), sgnyz = ¥,),-...sgnyy, = Yn-1) (3)
gdzie:
#, aqd >0,
sgny=g' °Y Y @)
0> gdy y<0,

mozna otrzymacé tzw. serie monotoniczne’.

Asymptotyczne rozktady serii monotonicznych znalezli H. Levene (1953)
J. Wolfowitz (1944). Wolfowitz pokazal, ze graniczny rozklad dtugoci serii
znakow, przy zalozeniu, ze trend nie istnieje, jest wyktadniczym rozkladem
Poissona. Dowod jego twierdzenia stosuje si¢ do rozktadu serii o dlugosci wy-
noszacej doktadnie r. Jednakze zalozenia poczynione przy jego wyprowadzeniu
moga byé zastosowane do rozkladu serii o dtugosci r lub wigkszej. P.S. Olm-
sted (1958)podal, ze zgodnos¢ rozktadu dlugosci serii znakdéw z rozkladem
Poissona jest rzedu 0,0001 dla r = 6, 0,001 dlar =5, 0,01 dlar = 4,i0,1 dla

r>3, gdy n=14. Wynika stad, ze dla r 25 prawdopodobieﬁstwo2 otrzy-

! Funkcja sgry nie jest okreslona dla y=0, ale prawdopodobiefistwo zajécia zdarze-
nia y=0 przy zalozeniu, ze zmienna losowa jest ciagla, rowna si¢ zeru
Krytyczne wartosci dla testu serii, opartego na dtugosci serii, mozna wyznaczy¢

na podstawie rozktadu Poissona. Dla = 5 zachodzi relacjd:)Z(L'r) = E(L'r) .
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mania przyn obserwacjach co najmniej jednej serii o dtugosci przynajmniej r
elementow jest réwne:

Pl 2 }=1-e B, (5)
gdzie:

2A(n-Y(r +1) +1
E(L)- [( )(r +1) ] lea —<rsn- 1E (6)
(r +2)! 2

E. S.Edigington (1961) podat formu’r@ rekurencyjna, ktora umozliwita mu opra-
cowanie tablic rozktadu serii znakéw ..+ lub .,-”. Opierajac si¢ na tej tablicy
zostaly wyznaczone wartosci krytyczne dla testu opartego na liczbie serii mo-
notonicznych, ktore zawarte sa w tablicy 1. W tablicy tej podane sa dla dziesig-
ciu prawdopodobienstw a (0,005, 0,01, 0,025, 0,05, 0,10, 0,90, 0,95, 0,975,
0,99, 0,995) takie najwigksze liczby catkowitel, , dla ktérych P{L < Ia} <a,

jesli a <05 oraz takie najmniejsze liczby catkowite |,, dla ktérych

P{L < Ia}, jesli a >0,5. Zamieszczone kwantyle zmiennkjulatwiaja w
znacznym stopniu korzystanie z testow serii opartych na liczbie serii monoto-
nicznych.

E. S.Edigington podaje, ze zmienna losowa L, dla n> 25, ma rozktad
asymptotycznie normalny o parametrach danych wzorami:

2n-1
E(L) = “3 , 7)
2\ 16n-29
D(L) === (®)

Warto$¢ oczekiwana zmiennej L, , oznaczajaca liczbe serii dtugosci r, przyj-

muje postac:
_ 2 2 (13432
E(Lr)—(r+3)![n(r +3r+D)—-(r°+3r°-r 4)], 9)

dlar<n-2,

a wariancj¢ zmiennej L, wyraza si¢ wzorem:

|
D2(L,) =|E(L, )]u——— "oigt o, 1 (10)
@) 2qrm?  (2r)!
Do celow praktycznych moga by¢ stosowane wzory na wariancje zmiennych
L, il dar<3:
DZ(Ll) = 305’]—_347’ (11)

720
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51106n-73859

D2(L,) = , 12
(L2) 453600 (12)

. 16n-29
D2(L)=—_°2, 13
(L) 90 (13)

.. 57n-43
D2(L,) =2— 2, 14
(L) 720 (14)
D2(Ly) = 214960 -51269 15)

453600

Duze znaczenie w badaniach ekonometrycznych, a takze statystycznej kon-
troli jakosci maja serie znakow odchylen w gore i w dol, czyli tzw. serie mo-
notoniczne. Maja one t¢ zalete, ze od razu wiadomo, ze suma dtugosci wszyst-
kich serii wynosin-1) gdzien jest liczba obserwaciji.

3. Testy oparte na ogolnej liczbie serii znakéw

Niech VY;,Ys,...,Y, oznacza ciag uporzadkowanych w czasie realizacji
zmiennych losowyclY; . Na podstawie tego ciagu nalezy zweryfikowac hipote-

z¢ Hg, ze warto$ci oczekiwane tych zmiennych sa jednakowe, a wige ze bada-

ny ciag nie zawiera trendu. Test oparty na ogdlnej liczbie serii znakow jest na-
stepujacy. Opierajac si¢ na wynikach proby, tworzymy ciag znakdw
sgN(Y; 41 — Vi) - Nastepnie wyznaczamy wartos$¢ sprawdzianu tego testu — sta-
tystyke |, ktora jest ogdlng liczba serii znakdw ,.+7 1 -7, Jezeli ciag {X,} jest
losowy, to nalezy si¢ spodziewad stosunkowo duzej liczby krétkich serii zna-
kéw L.+ i serii znakdw ,,-”. Natomiast, gdy w ciggu wystepuje trend, wowczas
mozna sie spodziewaé wielu dtugich serii, przy czym serie te zlozone beda na
ogot ze znakdw ,,+7 jesli trend jest rosnacy i ze znakdw ,,-”, jesli trend jest ma-
lejacy. W zawigzku z tym obszar krytyczny dla tego testu buduje si¢ lewostron-

nie, tzn. gdy zachodzi relacja< |, , hipotez¢ zerowa nalezy odrzuci¢. Warto-

$ci krytyczne mozna odczyta¢ z tablicy 1. Dla n>25 zmiennal ma rozktad
asymptotycznie normalny o parametrach danych wzorami (7) i (8).
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4. Test Moora-Wallisa

TestMoora-Wallisa jest oparty na liczbie znakdéw ,,+7, ktdra oznaczamy sym-
bolem z*. Hipotez¢ Hg odrzuca si¢ na rzecz hipotezy alternatywnej, ze wy-
stepUje trend malejacy, jesli Z* < Z;I, gdzie:

n-1

=——|ZF-— 16
> e TS (16)

Z; " mozna odczytaé z tablicy 2 dla odpowiednich ni @ .

+! n

Analogicznie, odrzuca sig¢ hipoteze Hg na rzecz hipotezy alternatywnej, ze
wystepuja trend rosnacy , gdy z" > Z;, gdzie:
Z+ _ n- 1
2 T 2
Przyjmuje sig¢ hipoteza, ze wystepuje trend rosnacy lub malejacy, jesli zachodza
nierownosci:
+ +'
Z >Zy;p- (18)
Jesli n 213 oraz

+_N-2 (17)

1 <a<l- 1 (29)
3n 3n
to Z; [ Z; ' wyznacza si¢ na podstawie nastepujacych wzorow:
+ 1 n-1 n+1
=—+ —-u 20
2 2 V12 (20)
oraz
+ 1 n-1 n+1
=——+—+U,,.|—, 21
2 =T ey (21)

gdzie U, jestkwantylem rzgdu O rozktadu normalnego N(0O1), przy czyma
nalezy przyja¢ takie, aby wielkosci te byly catkowite.

5. Test chi-kwadrat oparty na oczekiwanych i zaobserwowanych
seriach monotonicznych réznej dtugosci

Na podstawie wzoréw (6) i (9) buduje si¢ rozklad teoretyczny liczby serii
réznych dlugosei, a zgodnos$é zaobserwowanego rozkladu z tym rozktadem
teoretycznym weryfikuje si¢ za pomoca testu chi-kwadrat.
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F. Moore i W.Wallis (1943) zaproponowali nastepujacy sprawdzian dla tego
testu.

2 (-0, () (5-e)

X (22)
& & &
gdzie:
l; — liczba serii dtugosci 1,
l5 — liczba serii dtugoscei 2,
|;I3 — liczba serii dlugosci wigkszej niz 2,
aeg,e, 93, sq okreslone wzorami:
on+1
=E(L) = : 23
a = E(L) 12 (23)
1In-14
= E(L,) = , 24
& = E(Lp) 50 (24)
: oy _4n-11
=E(L) = . 25
6 = E(Ls) 60 (25)

Odrzwa si¢ hipotezg H( na rzecz hipotezy alternatywnej, ze wystepuje

trend lub cykle, jesli X2 > )(('72. W przypadku gdy

2 2
Bz d <63
XZ - [BXa gay x

Hx2 gdy x*>63

przy czym w pierwszym przypadlwé odczytujemy dla 2 stopni swobody, a w
drugim dla 2,5 stopni swobody (p@¥omanski (1990)).

6. Test chi-kwadrat oparty na liczbie serii znakow

Inny test chi-kwadrat jest oparty na oczekiwanych i zaobserwowanych se-
riach r6znej dlugosci. Sprawdzianem tego testu jest statystyka:

,_ [ -eaf -ELF
D*(Z") D?(L)

(26)

gdzie:

+ H 4 ”
Zz -liczba znakow ,+
| - ogolna liczba serii znakéw,
a wartosci oczekiwane i wariancje sa okreslone wzorami:
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on-1

E(Z ) - 2 ’ (27)
_2n-1

D2z =12 29)

D?(L) =01781-0,323 (30)

Hipotez¢ Hq odrzucamy na korzy$¢ hipotezy alternatywnej, ze wystepuje
trend lub cykle, jesli dla 2 stopni swobody XZ > )(3 :

Uwagi koncowe

Problem testowanitsowosci bardzo czgsto wystepuje przy kontroli jako-
sci wytworzonych produktéw. Przedstawione testy losowosci specjalne pasuja
do kontroli jakosci. Maja one jak si¢ wydaje nastepUjace wspdlne cechy:

1. Saone oparte na seriach nalezacych do sekwencji Yy, Yo,...,Y -

2. Procedura testowa jest inwariantna wzgledem topologicznych transfor-
macji osi odcietych, tj. test daje dobre same rezultaty jezeli zmienne

Y1, Y2,.-,Yn, Zastepujemy przez Vy,Yo,....Y,, gdzie y = f(y) a
f (t) jest dowolna, ciagta, Scisle monotoniczna funkcja t.

3. Wielkosci obszaru krytycznego, tj. prawdopodobienstw odrzucenia hi-
potezylosowosci, gdy jest ona prawdziwa nie zalezy od wspdlnej dys-

trybuanty F (y) zmiennychyy, Ys,...,Yp, -
Warunek 3 jest spehiony, jezeli zachodzi warunek 2 i jezeli F(Y) jest ch-

gla.

Teoria serii jako narzedzia pomocniczego kontroli jako$ci rozwija si¢ w
nastepujacym kierunku:

Przy podejmowani decyzji dotyczacej procesu produkcyjnego nalezy wy-
bieraé takie typy serii i statystyki, ktore oparte sa na odpowiednich typowych
odchylen od stanow zwiazanych z kontrola statystyczna, ktdre uznane sa przez
inzynierow za najbardziej mozliwe w realizacji. Rozne procesy produkcyjne
wymagaja réznych modyfikacji metod statystycznych.

Powinno si¢ rozwija¢ teorie i procedury oparte na metodach Monte Carlo,
ktora umozliwiaja precyzyjnie okreslanie funkcji mocy testow i zwiazkow mie-
dzy r6znymi statystykami testowymi.

Wykorzystujac metody statystyczne do oceny jakosci procesu produkeyjnego
nalezy uwzgledni¢ minimalizacje strat finansowych.
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Tablica 1. Wartosci krytyczne dla testu serii znakow ,,+7 1 ,,-7*
l, |looos loo1 lo2s loos loto logo logs lo7s logo looog
n
2 1 1 1 1 1
3 2 2 2 2 2
4 1 3 3 3 3 3
5 1 1 1 4 4 4 4 4
6 1 1 1 1 2 5 5 5 5 5
7 1 1 2 2 2 6 6 6 6 6
8 1 2 2 2 3 6 7 7 7 7
9 2 2 2 3 3 7 7 8 8 8
10 2 3 3 3 4 8 8 9 9 9
11 3 3 4 4 4 9 9 9 10 10
12 3 4 4 4 5 9 10 10 11 11
13 4 4 5 5 6 10 11 11 11 12
14 4 5 6 6 6 11 11 12 12 12
15 5 5 6 6 7 12 12 13 13 13
16 5 6 6 7 7 12 13 13 14 14
17 6 6 7 7 8 13 14 14 15 15
18 6 7 7 8 8 14 14 15 15 15
19 7 7 8 8 9 15 15 16 16 17
20 7 8 8 9 10 15 16 16 17 17
21 8 8 9 10 10 16 17 17 18 18
22 9 9 10 10 11 17 17 18 19 19
23 9 10 10 11 12 17 18 19 19 19
24 10 10 11 11 12 18 19 19 20 21
25 10 11 11 12 13 19 20 20 21 21

* Tablica zawiera dla kilku prawdopodobienstw O takie najwicksze liczby catkowite
lo dlaktorychP(L <1,) <a,jesli o <0,5, oraz takie najmniejsze liczby catko-
wite |, , dlaktorychP(L <1,) 2 a, jesli a > 0,5

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie pracy Edigingtona (1961)

Tablica 2. Wartosci O dla testu serii opartego na liczbie znakéw ,+”

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0,167| 0,042 0,008
0,225| 0,081 0,0240,006
0,260| 0,113} 0,042 0,013| 0,004
0,285| 0,139| 0,049/ 0,022
0,303/ 0,161

rwNRO N

Zrédto: Obliczenia wiasne na podstawie Walsha (1962)
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