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1. Model Blacka-Scholesa, Mertona
2. Model wyceny GARCH
3. Własno ści modelu wyceny GARCH
4. Przykład empiryczny
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Model Mertona , uogólnienie modelu Blacka-Scholesa
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-Nierealistyczne zało Ŝenie, Ŝe stopy zwrotu maj ą rozkład normalny 
i zmieniaj ą się zgodnie z geometrycznym ruchem Browna, którego 
parametry s ą stałe.

-Nie obserwuje si ę niezale Ŝności zmienno ści implikowanej od 
terminu do wyga śnięcia opcji (struktury czasowe zmienno ści) oraz 
od współczynnika moneyness (tzw. „u śmiech zmienno ści 
implikowanej”).
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Model szeregu prostych stModel szeregu prostych stóóp zwrotu w czasie dyskretnym:p zwrotu w czasie dyskretnym:

t t t t t ty h zµ ε µ= + = +

gdzie:

Xt - cena w chwili t,
µµµµt - warunkowa wartość oczekiwana stopy zwrotu w chwili t,
ht - warunkowa wariancja stopy zwrotu w chwili t,
zt - niezaleŜne reszty modelu o zerowej średniej i jednostkowej wariancji
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• warunkowa wartość oczekiwana

t 1Vart th ε − = ℑ 

• warunkowa wariancja

• standaryzowany błąd modelu
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- uogólnienie tradycyjnej metody wyceny przy neutral nym podej ściu do 
ryzyka,
- dla modeli AR-GARCH modyfikuje si ę proces stóp zwrotu, by dla ka Ŝdej 

chwili warunkowa warto ść oczekiwana była równa stopie wolnej od ryzyka ,
-wprowadza si ę więc poj ęcia miary P, dla procesu nieprzekształconego oraz 
arbitra Ŝowej miary Q, wzgl ędem której zdyskontowany proces cen 
instrumentu bazowego jest martyngałem.
- podej ście to nazwane zostało "wycen ą przy punktowej neutralno ści wobec 
ryzyka" ( Locally Risk-Neutral Valuation Relationship - LRNVR )

Duan (1995 )

Względem miar Q stopy zwrotu maj ą nadal warunkowy rozkład normalny

( ) ( )1 1var | var |P Q
t t t ty y− −ℑ = ℑ

( )Q
1 1E |t ty r−ℑ =
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Względna awersja do ryzyka jest stała

( ) ln( )U y a by c= +
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Uwzgl ędnienie zmiennej w czasie wariancji powoduje, tzw. 
"niezupełno ść rynku" ( incompletness of market ) oraz istnienie w 
ogólno ści wielu mo Ŝliwych miar Q, dla których spełnione jest 
załoŜenie braku arbitra Ŝu. 
Niezbędne staje si ę załoŜenie o preferencjach inwestora wzgl ędem 
ryzyka i postaci funkcji u Ŝyteczno ści.
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Locally risk-neutral valuation relationship (LRNVR)
"wycena przy punktowej własno ści neutralno ści wobec ryzyka”
Jin-Chuan Duan (1995)
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LRNVR dla modelu AR-GJR-GARCH
Härdle, Hafner (1996)
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1) Estymacja parametrów 
modelu względem miary P

2) Generowanie m trajektorii 
długości n względem miary Q

( z war. początkowym na h0 )

3) Wyznaczenie m cen 
instrumentu bazowego 
po n dniach, ewentualna 
poprawka
(Empirical Martingale Simulation, Duan, Simonato,1998)

4) Wyznaczenie 
wartości opcji 
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moneyness = 1 → ATM

moneyness > 1 → ITM

moneyness < 1 → OTM

opcje call
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Przykład empiryczny
-Analizie poddano serie opcji wygasaj ących w 2007 roku, dla danych 
dost ępnych do dnia 24-08-2007

- łącznie 105 serii opcji (50 serii opcji kupna (C,F,I,L) oraz 55 serii opcji 
sprzeda Ŝy (O,R,U,X))

-Przyj ęta stopa wolna od ryzyka w skali roku 4,5%

-Przyj ęta  stopa dywidendy w skali roku 2,5%

-Dla kaŜdej transakcji dla opcji odczytano odpowiadaj ący kurs indeksu WIG20

-Odrzucono transakcje dla opcji o terminie do wykona nia krótszym ni Ŝ 5 dni 
roboczych

-Analizie poddano 23.411 transakcji dla opcji kupna oraz 34.075 trans akcji dla 
opcji sprzeda Ŝy

-Parametry modelu GARCH estymowano dla 1000 obserwac ji do dnia 
poprzedzaj ącego dzie ń transakcji

-Parametry zmienno ści dla modelu Mertona estymowano dla 1000, 500 oraz 
250 obserwacji do dnia poprzedzaj ącego transakcj ę
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Liczba transakcji dla opcji kupna – łącznie 23.411
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0012971136715710125-134

000984524485840115-124

024715922461056840105-114

053222173312511150095-104

00732419791652381182685-94

07626135112921225274175-84

153410411371253044273141523265-74

0916203915248171379874055-64

3111513227145431782676188045-54

62396543248729116087425035-44

122626314619777515669963956525-34

1263071515253104615699192473215-24

0226151028239132414654094505-14

1,351,31,251,21,151,11,0510,950,90,850,8

ITMATMOTM

Długość okresu do wygaśnięcia opcji 
(w dniach sesyjnych)

Współczynnik moneyness
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Liczba transakcji dla opcji sprzedaŜy – łącznie 34.075
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Długość okresu do wygaśnięcia opcji 
(w dniach sesyjnych)

Współczynnik moneyness

02030247373403100125-134

4844119322113715100115-124

01021106129302415131100105-114

0271429856382118742095-104

0161801451558154391375685-94

01202431831671911448654146075-84

84345148239379294352169311210065-74

11843645945153348046427130193055-64

1503774965025765985962966986045-54

15675562359484890075247286140035-44

793725137661063105710648072335814025-34

7863396188499011329852123321015-24

106416426346410261684142136557835-14

1,351,31,251,21,151,11,0510,950,90,850,8

OTMATMITM
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GARCH OTM ATM ITM
0,8 0,85 0,9 0,95 1 1,05 1,1 1,15 1,2 1,25 1,3 1,35

5-14 4,5774 1,5548 1,2199 1,1056 1,0344 1,0220 1,0247 1,0092 1,0155 1,0182
15-24 1,9220 1,0729 0,8181 0,9226 0,9725 0,9737 1,0180 0,9979 0,9559 1,0059 1,0090 1,0186
25-34 5,8389 2,4392 1,4249 1,0270 1,0192 1,0547 1,0610 1,0723 1,0153 1,0058 1,0177 1,0224
35-44 1,3384 0,9063 0,9201 0,9519 0,9878 0,9947 0,9829 0,9676 0,9707 0,9933 0,9972
45-54 1,3778 1,1123 0,9433 1,0104 1,0438 0,9712 0,9399 0,9565 1,0126 1,0180 1,0005
55-64 0,7697 0,7668 0,8369 0,9152 0,9454 0,9713 0,9752 0,9634 1,0076 1,0066
65-74 0,9855 0,9581 0,9095 0,9259 0,9862 1,0170 0,9753 0,9522 0,9565 0,9600 0,9629 0,9389
75-84 1,1378 0,8195 0,9448 0,9436 0,9724 0,9835 0,9923 1,0193 0,9888 0,9478 0,9410
85-94 1,2332 1,1453 0,8613 0,8705 0,8970 1,0664 1,0644 0,9682 0,9474 0,9365

95-104 1,7814 1,0989 0,8567 0,8871 0,9327 1,0507 1,0377 0,9668 0,9197 0,9254
105-114 0,9510 0,9193 1,0419 1,0082 0,9336 0,9765 1,0100 0,9919 0,9888 0,9613
115-124 0,8978 0,8000 0,8215 0,8937 0,9195 1,0406 1,0159 1,0001
125-134 1,6436 1,0636 0,8740 0,8950 0,8918 0,9933 1,0265 0,9854 0,9496

BLS OTM ATM ITM
0,8 0,85 0,9 0,95 1 1,05 1,1 1,15 1,2 1,25 1,3 1,35

5-14 352,0979 8,4069 1,8514 1,2245 1,0411 1,0238 1,0255 1,0093 1,0157 1,0184
15-24 99,6532 14,7058 1,9988 1,0733 1,0294 1,0385 1,0561 0,9985 0,9562 1,0073 1,0094 1,0188
25-34 47,5683 4,3869 1,4951 0,9797 1,0360 1,0706 1,0681 1,0777 1,0157 1,0065 1,0180 1,0226
35-44 1,5300 1,0886 0,9568 0,9836 1,0149 1,0216 1,0049 0,9689 0,9712 0,9937 0,9979
45-54 1,7651 1,1667 0,9646 0,9794 1,0403 0,9902 0,9479 0,9588 1,0150 1,0183 1,0008
55-64 1,3488 0,9718 0,9289 0,9607 0,9818 0,9955 1,0002 0,9734 1,0109 1,0084
65-74 2,8479 2,0057 1,1283 0,9268 0,9937 1,0289 1,0184 0,9529 0,9593 0,9618 0,9640 0,9403
75-84 3,3549 1,5873 1,1151 0,9636 0,9585 0,9602 1,0316 1,0371 0,9905 0,9490 0,9423
85-94 3,2215 1,9231 0,8257 0,8929 0,9126 1,1630 1,1166 0,9783 0,9501 0,9380

95-104 1,6106 1,0668 0,8999 0,9135 0,9493 1,0541 1,0374 0,9923 0,9213 0,9260
105-114 1,0894 0,8963 1,0008 1,0058 0,9626 0,9600 1,0174 0,9913 0,9932 0,9649
115-124 0,9265 0,8624 0,8421 0,9046 0,9782 1,0443 1,0269 1,0084
125-134 2,1542 1,0194 0,9173 0,9251 0,9010 1,0390 1,0300 1,0170 0,9692

BLS - 1000

Opcje kupna
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GARCH ITM ATM OTM
0,8 0,85 0,9 0,95 1 1,05 1,1 1,15 1,2 1,25 1,3 1,35

5-14 0,980 1,000 0,991 0,988 1,165 2,062 5,034 9,729 7,459 3,763 1,547 0,922
15-24 1,019 0,995 0,993 1,039 1,584 2,804 5,051 6,486 6,591 3,259 1,211
25-34 1,008 0,999 1,074 1,107 1,760 2,926 7,148 9,394 9,565 8,401 3,403
35-44 1,044 1,084 1,196 1,498 2,050 3,189 4,842 7,876 7,177 4,318
45-54 1,003 0,980 1,036 1,116 1,353 1,714 2,442 3,274 4,231 4,933 4,640
55-64 0,910 1,051 1,110 1,106 1,273 1,624 2,115 2,665 3,433 4,236 5,502
65-74 1,032 1,039 1,064 1,080 1,289 1,568 1,973 2,451 3,545 4,331 5,212
75-84 0,989 1,001 1,093 1,120 1,343 1,526 2,012 2,547 3,939 3,892
85-94 1,036 1,041 1,011 1,076 1,124 1,520 1,866 2,103 2,856 3,746 2,059

95-104 1,010 1,033 1,193 1,120 1,284 1,601 2,060 2,683 3,348 5,001
105-114 1,051 1,082 1,231 1,237 1,415 1,942 2,436 2,863 2,656
115-124 1,117 1,088 1,072 1,189 1,390 1,860 2,287 2,293 2,227 2,835
125-134 0,993 1,075 1,131 1,465 1,672 1,899 2,167 2,458

BLS ITM ATM OTM
0,8 0,85 0,9 0,95 1 1,05 1,1 1,15 1,2 1,25 1,3 1,35

5-14 0,9797 1,0005 0,9972 1,0130 1,2835 2,8376 14,1088 139,4619 5259,2705 182552,2610 1487131,4842 4895544914161,4200
15-24 1,0371 1,0186 1,0361 1,1846 1,9681 4,4710 21,1099 116,0763 656,3941 4006,5941 440199,0075
25-34 1,0092 1,0094 1,0839 1,1351 1,7837 3,3132 8,8391 21,4796 63,3629 331,6712 1612,1188
35-44 1,0548 1,0816 1,2040 1,5511 2,3978 4,5045 8,9551 24,5817 60,3545 96,7553
45-54 1,0044 0,9860 1,0503 1,1223 1,3969 1,8871 3,0516 5,1205 10,5409 19,9622 26,9768
55-64 0,9118 1,0787 1,1475 1,1101 1,3726 1,8445 2,8232 4,7972 8,1154 10,9601 23,2220
65-74 1,0567 1,0783 1,1454 1,1260 1,4071 1,850 2,5690 3,6679 5,4800 8,2798 13,6218
75-84 1,0197 1,0179 1,1106 1,2025 1,3995 1,6846 2,2291 2,9912 4,8387 6,2839
85-94 1,0503 1,0701 1,0991 1,1299 1,3143 1,5161 2,1024 2,5651 3,3750 4,5610 10,5873

95-104 1,0081 1,0502 1,1615 1,1505 1,2379 1,6186 2,2535 2,9171 3,8807 6,0073
105-114 1,0355 1,0882 1,1862 1,2463 1,4575 2,1447 2,5161 3,1830 3,0276
115-124 1,1199 1,1196 1,0762 1,2153 1,4877 2,2763 3,0777 3,5440 3,1808 3,8697
125-134 0,9795 1,0733 1,1245 1,5490 2,0824 2,7091 2,5852 2,9736

Opcje sprzeda Ŝy

BLS - 1000
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Podsumowanie:
- Trudno zagadnienie oceniać dosłownie w kategorii 
poprawności modeli wyceny opcji, gdyŜ takŜe obserwowane 
ceny opcji mogą nie odzwierciedlać „ceny sprawiedliwej” i 
być właściwe dla rynku polskiego w pewnym danym, 
charakterystycznym okresie. 

- Analiza sprowadziła się więc bardziej do porównania ceny 
obserwowanej na rynku polskim w drugiej połowie 2006 
roku oraz w pierwszej połowie 2007 i wartości teoretycznych 
uzyskanych dla badanych modeli.

- NaleŜy równieŜ uwzględnić fakt popularności modelu B-S, 
który jest punktem odniesienia dla inwestorów.

Dynamiczne Modele Ekonometryczne
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Podsumowanie:
-Modele B-S i GARCH prowadzą do bardzo zbliŜonych 
wyników dla opcji ITM, szczególnie o dłuŜszym terminie do 
wygaśnięcia.

-Wartości teoretyczne cen dla opcji ITM są praktycznie 
zgodne (co do mediany) z obserwowanymi na rynku.

- W obydwu modelach ceny teoretyczne opcji OTM (kupna i 
sprzedaŜy), szczególnie o krótkim terminie do wygaśnięcia 
są zdecydowanie niŜsze niŜ obserwowane na rynku. Są to 
opcje o bardzo niskich wartościach premii.

- Wartości dla modelu GARCH są jednak bliŜsze cenom 
rynkowym.
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Podsumowanie:
- Opcje kupna ATM i nieznacznie OTM o dłuŜszym terminie 
do wygaśnięcia mają ceny niŜsze niŜ wartości teoretyczne,

-Opcje sprzedaŜy ATM i OTM mają ceny wyŜsze niŜ
wartości teoretyczne

Prawdopodobnym wytłumaczeniem jest subiektywne 
zaniŜanie przez inwestorów prawdopodobieństwa dalszych 
wzrostów w czasie hossy

Dla opcji blisko ATM brak jest jednoznacznej przewagi 
któregoś z modeli, a wyniki pozostają niejednoznaczne.
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Kierunki dalszych bada ń:

- poszerzenie bada ń na wcze śniejsze serie opcji,

- podział na okresy hossy i bessy,

- uwzgl ędnienie w analizach wolumenu transakcji

- uwzgl ędnienie innej miary oceny zgodno ści cen 
obserwowanych i warto ści teoretycznych

- uwzgl ędnienie innych modeli klasy GARCH 

- analiza w kontek ście zmienno ści implikowanej
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