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1. Wprowadzenie

Procesy ze stochastycznym pierwiastkiem jednostkowym — STUR posiadaja
pierwiastki wielomianu charakterystycznego oscylujace w czasie wokot jedyn-
ki, co powoduje, ze procesy te okresowo zachowuja si¢ jak procesy stacjonarne.
Ich wykorzystanie do modelowania zjawisk ekonomicznych wymaga zastoso-
wania wlasciwej metody identyfikacji. Tradycyjne testy na obecno$¢ pierwiast-
ka jednostkowego nie sa w stanie trafnie rozr6zni¢ procesow STUR od proce-
sow zintegrowanych. W niniejszej pracy rozwazono dwie metody identyfikacji
szeregdw czasowych, wywodzace si¢ z teorii chaosu — analiz¢ R/S oraz szaco-
wanie najwigkszego wyktadnika Lapunowa. Przeprowadzono symulacje, kto-
rych celem bylo zweryfikowanie, czy metody te moga sta¢ si¢ skutecznym na-
rzedziem identyfikacji procesow STUR.

2. Istota i identyfikacja procesow STUR

Jedna z reprezentacji proceséw ze stochastycznym pierwiastkiem jednost-
kowym, wprowadzona przez Grangera i Swansona (1997) definiuje te procesy
jako:

X, =a,X,_ T &, (1)

! Praca naukowa finansowana ze $rodkéw Komitetu Badan Naukowych w latach
2003-2006 jako projekt badawczy.
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. . .. , . . . . 2 .
gdzie &, jest procesem ii.d. ze S$rednia zero i wariancja o, natomiast

£

a, =exp(e,) dla pewnego, niezaleznego od &, stacjonarnego procesu
a, ~N(0; 02). W szczegolnym wypadku, rozpatrywanym w niniejszej pracy,

przyjmuje sig, ze «, jest procesem AR(1), tzn.:
& =p+pa, ,+1,, (2)

gdzie | p| <l1in,~N(0; 0';) jest procesem i.i.d. niezaleznym od ¢, .

Procesy STUR mozna traktowac jako szczegodlng klasg znanych w literatu-
rze procesOw ze zmiennym parametrem, a takze jako pewne uogoélnienie proce-
sow z pierwiastkiem jednostkowym. Przyktadowo, wprost z definicji procesu
STUR wynika, ze jesli «, =0 dla kazdego ¢, wowczas x, jest bladzeniem
przypadkowym. Jednak w og6lnym wypadku, pierwiastki wielomianu charakte-
rystycznego procesu STUR oscyluja w czasie wokoét jedynki, czego efektem sa
zmiany charakteru procesu w roznych okresach.

Wykorzystanie procesow STUR do modelowania szeregéw czasowych
wymaga zastosowania odpowiedniej metody ich identyfikacji. Granger i Swan-
son (1997) przeprowadzili symulacje, ktore wykazaly, ze jedna z najpopular-
niejszych metod badania wystepowania pierwiastka jednostkowego — rozsze-
rzony test Dickey-Fullera — ADF, nie jest w stanie trafnie rozr6zni¢ szeregow
wygenerowanych przez STUR 1 model btadzenia przypadkowego. W 1996 r.
Leybourne, McCabe i Tremayne zaprezentowali test, ktory lepiej niz ADF iden-
tyfikuje procesy STUR. Nalezy jednak podkresli¢, ze przeprowadzone symula-
cje wykazaly, ze jego skuteczno$¢ zalezy w duzym stopniu od dlugosci bada-

nych szeregdw oraz od wariancji O'; (Granger, Swanson (1997)).

3. Analiza R/S

Analiza przeskalowanego zakresu, zwana analiza R/S, bada istnienie efektu
dlugiej pamigci i z tego powodu stosowana jest do identyfikacji zachowania
nielosowego w szeregach czasowych. Algorytm obliczania przeskalowanego
zakresu dla zadanego szeregu y,, gdzie t=12,..,n, przebiega wedlug

nastepujacych etapow (por. Peters (1994)):
1. Obliczenie wartosci éredniej M ™ i odchylenia standardowego S dla ¥, .

k
2. Wyznaczenie szeregu Yk(”) =Z(y, —M(")), dla k=12,...,n.

t=1

3. Obliczenie rozstepu R = max(Yk("))—mkin (Yk(n)) .
k
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af n
4. Obliczenie przeskalowanego zakresu R/S, = R(%M) .

Zasadniczym wynikiem analizy R/S jest wyktadnik Hursta. W celu wyzna-
czenia jego wartoSci szereg czasowy x,, t =1,2,..., N , nalezy podzieli¢ na pod-
ciagi dtugosci n, gdzie n jest kolejno kazdym z dzielnikoéw liczby N, spetniaja-
cym warunek® 2 <n < N/2. Przy ustalonym n, dla kazdego wyodrgbnionego
i-tego podciagu oblicza si¢ warto§¢ R/ Sn(i) , postgpujac wedtug krokow 1-4.

Nastepnie wyznacza si¢ §rednig arytmetyczna R/ S,,(i) , przyjmujac ja za szuka-
na warto$¢ R/S, dla rozwazanego n. Stosujac t¢ procedurg dla kolejnych n
otrzymuje si¢ ciag wartosci (R/S, ), za$ podstawa R/S analizy jest ich potego-
wa zaleznos¢ od liczby n:

R/S, =a-n"™, (3)
lub rownowaznie:
In(R/S,)=h(N)Inn+Ina, 4)

gdzie liczbe A(N) nazywa si¢ wykladnikiem Hursta, zas a jest pewna stala.
Warto$¢ wykladnika Hursta szacuje sig jako wspotczynnik regresji rOwnania 4.

Wyktadnik rézny od 0.5 $wiadczy o tym, Ze kolejne obserwacje szeregu x,
zawieraja w sobie dlugookresowa pamig¢ o poprzedzajacych je obserwacjach, a
wigc nie sa niezalezne. Jednak nalezy podkresli¢, ze cho¢ wyktadnik Hursta
szeregu losowego (tzn. wygenerowanego przez proces i.i.d.) jest rowny 0.5, to
dopiero dla odpowiednio duzych N oszacowane /(N) beda zblizaty si¢ do tej
warto$ci granicznej. Zatem, aby wyciagna¢ wnioski na temat losowosci bada-
nego szeregu, nalezy oszacowany wyktadnik Hursta poréwnaé z wartoscia
oczekiwana wyktadnika szeregu losowego tej samej dtugosci. W tym celu nale-
zy najpierw obliczy¢ E(R/S,) w oparciu o wzor aproksymacyjny. Jednym z
takich wzorow jest formuta Anisa i Lloyda (1976):

r(n—lj
ER/S,)= 2

& n—i
: —, (5)
J;.r@ 2]

i1
gdzie I'(z) — funkcja gamma, okre$lona wzorami:

I(z)=(z-1), r(z+%)=g-(2z—l)”- (6)

? Dla poprawy wiarygodnosci wynikow zaleca si¢ dobiera¢ n poczawszy od nieco
wigkszych wartosci, np. n > 10 ( Peters (1994), s. 63).
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4. Najwiekszy wyktadnik Lapunowa

Wyktadniki Lapunowa sa miarg tempa oddalania/zblizania si¢ w kolejnych
iteracjach poczatkowo bliskich sobie stanéw systemu dynamicznego. Mierza
one wrazliwos$¢ systemu na zmiang warunkow poczatkowych, ktora jest pod-
stawowym atrybutem chaosu deterministycznego. Istnienie w systemie dodat-
niego wyktadnika Lapunowa oznacza, ze poczatkowo bliskie sobie trajektorie
oddalaja si¢ od siebie w kolejnych iteracjach w tempie wyktadniczym. Im wigk-
sza jego warto$¢, tym wigksza wrazliwo$¢ systemu, a wigc i wyzszy poziom
chaosu.

Do wyznaczenia najwigkszego wykladnika Lapunowa w oparciu o szereg
czasowy wykorzystano w niniejszej pracy algorytm zaproponowany niezaleznie
przez Kantza (1994) oraz Rosensteina i in. (1993). Algorytm przebiega wedtug
nastepujacych krokéw (por. Kantz, Schreiber (1997)):

1) Dla kazdego wektora opdznien X" =(X;, X, jgr-sXi (m-tyag)» &dzi€
i=(m-1lag+1,..,N wyznacza si¢ zbior O,, zlozony z k najblizszych
(w sensie zadanej metryki) jego sasiadow — )%;7

2) Dla kazdego i =(m —1)lag +1,...,N,oraz n=0,1,...,n

a,0=1 Y |

i eo,
J

oblicza si¢:

max

; (7

- X

i+n ij+n
gdzie n,, jest ustalong liczba naturalng, okreslajaca liczbg iteracji, w trakcie
ktorych obserwowane jest rozbieganie si¢ standw systemu.
3) Wyznacza sig $rednia z d,, (i) po wszystkich wektorach opdznien:

1 N

d, =—— d,(i). ®)
N_(m_l)lag i—(nl—zl)lagﬂ
4) Najwigkszy wyktadnik Lapunowa A szacuje si¢ jako wspotczynnik regres;ji:
In(d,)=1In(d,)+in,dla n>1. )

Analizujac algorytm, mozna zauwazy¢, ze jego wyniki zaleza od przyjetych a
priori: metryki i warto$ci parametréw m, lag, k oraz n__ (por. np. Orzeszko
(2003)).

max

5. Wyniki symulacji

Badaniu poddano proces STUR wykorzystany przez Grangera i Swansona
(1997) do oceny przydatnosci testu ADF do identyfikacji proceséw STUR. Pro-
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ces ten jest zdefiniowany rownaniami 1 i 2 dla p=0.6, ux=-0.000031257
Procesy ¢, ~ N(0; 1) oraz 5, ~ N(0; 0.01) wygenerowano niezalezne od siebie
przy wykorzystaniu generatora liczb pseudolosowych. Z analizowanego proce-
su STUR wygenerowano 1000 szeregow czasowych, sktadajacych sig¢ z 250
obserwacji. Rownolegle, dla poréwnania otrzymanych rezultatdéw rozwazono
proces btadzenia przypadkowego x, =x,_, +¢,, z ktdrego rowniez wygenero-
wano 1000 szeregéw, sktadajacych si¢ z 250 obserwacji.

W pierwszej kolejnosci zastosowano analize przeskalowanego zakresu. W
tym celu wyznaczono szeregi przyrostow Ax, =x, —Xx,_;, co prowadzi do 249
obserwacji. Poniewaz liczba 249 ma tylko 4 dzielniki badaniu poddano skroco-
ne szeregi, sktadajace si¢ z 240 pierwszych obserwacji (20 dzielnikoéw)*. Obli-
czona ze wzoru Anisa i Lloyda oczekiwana wartos¢ wyktadnika Hursta dla
szeregu losowego wynosi E(4(240)) =0.5760.

W tabeli 1 zamieszczono wyznaczone charakterystyki rozktadu empirycz-
nego wyktadnikéw Hursta, oszacowanych dla pierwszych przyrostow szeregow
wygenerowanych z procesu STUR i bladzenia przypadkowego’ RW.

Tabela 1. Charakterystyki rozkladu empirycznego wyktadnikow Hursta

A STUR ARW
Srednia h 0.6057 0.5700
Mediana 0.6038 0.5721
Maksimum 0.8088 0.7764
Minimum 0.4054 0.3219
Odchylenie standardowe 0.0716 0.0618
Statystyka Jarque’a-Bery 3.404 15.203
(warto$¢ p) (0.182) (0.001)

Zrédlo: obliczenia wlasne

Test Jarque’a-Bery nie odrzucit hipotezy o normalnosci rozktadu wyktadni-
kow Hursta dla procesu A STUR. Z tego powodu do weryfikacji hipotezy ze-

rowej H,:h =0.5760 wzglgdem hipotezy alternatywnej H, h >0,5760 za-

stosowano statystyke Z = 0'60270_7?'65760 -4/1000 =13.117. Otrzymana warto$¢

w istotny sposob prowadzi do odrzucenia Hy na korzys¢ hipotezy alternatywne;j.
Oznacza to, ze analiza R/S daje srednio wyzsze warto$ci wyktadnikow Hursta
dla procesu A STUR niz dla A RW, a wigc moze by¢ traktowana jako narzedzie
roznicujace szeregi pochodzace od tych procesow.

3 Przy ustalonym p warto$é u jest tak dobrana, aby E(a,)=1.

* Zbyt mata liczba dzielnikéw pogarsza wiarygodno$é szacunkéw wspotczynnikow
regresji rownania 4 (por. Peters (1994)).

* Oczywiscie w przypadku bladzenia przypadkowego pierwsze przyrosty sa po
prostu procesem &, .
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Dodatkowo, przy zastosowaniu testu Smirnowa-Kotmogorowa zweryfiko-
wano hipoteze¢ o zgodno$ci rozkladow wyktadnikéw Hursta dla procesow
ASTUR i ARW®. Wartos¢ statystyki Smirnowa-Kotmogorowa wyniosta
SK =5.277, co zardwno dla poziomdw istotnosci o= 0.05, jak i &= 0.01 ozna-
cza odrzucenie hipotezy zerowej o zgodno$ci rozktadow. Otrzymany wynik
potwierdza réznice pomigdzy wyktadnikami Hursta obu rozwazonych proce-
sOw.

W drugiej kolejnosci zastosowano metodg szacowania najwigkszego wy-
ktadnika Lapunowa. Poniewaz niestacjonarno$¢ moze by¢ czynnikiem nega-
tywnie wptywajacym na przebieg dziatania metod identyfikacji chaosu (por.
Kantz, Schreiber (1997), s.102), wigc badaniu poddano szeregi przyrostow Ax,,

t=2,3,...,250. Celem badania byta weryfikacja, czy w szeregach STUR obec-

na jest wyktadnicza wrazliwo$¢ na zmiang warunkow poczatkowych oraz, czy
metoda rozroznia szeregi STUR od wygenerowanych przez proces bladzenia
przypadkowego.

W algorytmie przyjgto wartosci parametrow lag =1, k=1, n, , =5 oraz
kolejno m=1,2,3,5,7,10,15. W tabeli 2 podsumowano charakterystyki otrzy-
manych rozkladow empirycznych.

W oparciu o otrzymane rezultaty dokonano weryfikacji hipotezy o nieistot-
nosci najwigkszych wyktadnikow Lapunowa. W pierwszej kolejnosci badaniu
poddano wykladniki dla procesu A STUR. Postawiono hipotezg zerowa
H,: A =0 wobec alternatywnej H = A >0.Z uwagi na wyniki testu Jarque’a-
Bery, ktory wskazal na brak podstaw do odrzucenia hipotezy o normalnos$ci
rozktadow, do weryfikacji istotnosci wyktadnikoéw zastosowano statystyke

A : . o :
Z =—4/1000 . W tabeli 3 podsumowano obliczone wartosci tej statystyki, dla
o

kolejnych m. Symbolem * i ** oznaczono warto$ci prowadzace do odrzucenia
H, na poziomie istotnosci odpowiednio 0.05 i 0.01. Jak wida¢ otrzymane rezul-
taty prowadza do przyjecia hipotezy alternatywnej, oznaczajacej wyktadnicza
wrazliwo$¢ na zmiang warunkow poczatkowych. Nalezy jednak podkresli¢, ze
oszacowane S$rednie wartosci wyktadnikow Lapunowa sa bardzo mate (zob.
tabela 2), a wigc zidentyfikowana wrazliwos$¢ jest stosunkowo niewielka. Od-
mienne, a jednoczesnie zgodne z oczekiwaniami, rezultaty otrzymano dla wy-
ktadnikéw procesu A RW. W tym wypadku wartosci statystyki Z nie daja pod-
staw do odrzucenia hipotezy zerowe;j’.

% Aby uniknaé kolizji oznaczen statystyke Smirnowa-Kolmogorowa, ktora zwykle
w literaturze oznacza si¢ podobnie jak wyktadniki Lapunowa — symbolem A , w niniej-
szym artykule nazwano SK.

"Dla m=3 oraz m=5 w badaniu postawiono hipoteze¢ H;: A >0, natomiast dla

pozostatych — Hy: 1 <0.
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Tabela 2. Charakterystyki rozktadu empirycznego najwigkszych wyktadnikow Lapunowa

$rednia 1 Mediana Max Min o Statystyka
Jarque’a-Bery
(warto$¢ p)
m=1
A STUR 0.0017 0.0010 0.0849 | -0.0767 | 0.0264 3.116 (0.211)
ARW -0.0006 -0.0014 0.0864 | -0.0973 | 0.0258 1.436 (0.488)
m=2
A STUR 0.0024 0.0018 0.0947 | -0.0891 | 0.0273 0.581 (0.748)
ARW -0.0003 0.0009 0.0934 | -0.0886 | 0.0265 1.108 (0.575)
m=3
A STUR 0.0028 0.0018 0.0860 | -0.0690 | 0.0273 1.464 (0.481)
A RW 0.0005 0.0007 0.0997 | -0.0953 | 0.0278 1.273 (0.529)
m=5
A STUR 0.0021 0.0020 0.0941 | -0.0823 | 0.0270 3.449 (0.178)
ARW 0.0008 0.0005 0.0928 | -0.0914 | 0.0264 4.165 (0.125)
m=7
A STUR 0.0015 0.0018 0.0991 | -0.0811 | 0.0279 0.740 (0.691)
A RW -0.0013 -0.0017 0.0839 | -0.1078 | 0.0274 3.067 (0.216)
m=10
A STUR 0.0015 0.0019 0.0766 | -0.0816 | 0.0264 0.369 (0.832)
A RW -0.0001 -0.0011 0.0826 | -0.0900 | 0.0258 2.077 (0.354)
m=15
A STUR 0.0023 0.0025 0.0924 | -0.0746 | 0.0254 0.707 (0.702)
ARW -0.0007 -0.0007 0.0768 | -0.0969 | 0.0249 1.458 (0.482)

Zrédlo: obliczenia wlasne

Tabela 3. Warto$ci statystyki Z w tescie istotnosci wyktadnikoéw Lapunowa

m=1 m=2 m=3 m=5 m=7 m=10 m=15
A STUR | 2.024* | 2.832%* | 3235%* | 2.401** | 1.655* | 1.794* | 2.816**
A RW -0.731 -0.327 0.593 0.952 -1.544 | -0.182 -0.892

Zrédio: obliczenia wlasne

Przeprowadzone badanie pozwala na stwierdzenie, ze poprzez analiz¢ znaku
oszacowanego najwickszego wykladnika Lapunowa mozliwe jest rozréznienie
realizacji procesow STUR i btadzenia przypadkowego.

Dodatkowo, podobnie jak w przypadku analizy R/S, przeprowadzono test
Smirnowa-Kotmogorowa do weryfikacji hipotezy o zgodnosci rozktadow naj-
wiekszych wyktadnikéw Lapunowa dla procesow A STUR i A RW. Obliczone
wartosci statystyki SK zaprezentowano w tabeli 4.

Tabela 4. Warto$ci statystyki SK w tescie zgodnosci rozktadéow wyktadnikéw Lapunowa

m=1

m=2

m=3

m=5

m=7

m=10

m=15

SK

1.185

1.096

0.850

0.738

1.476*

1.163

1.431%*

Zrédlo: obliczenia wlasne
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Przy poziomie istotnosci « =0.05 test odrzucit hipoteze o zgodnosci roz-
ktadow dla m=7 oraz m=15. Oznacza to, ze w Swietle testu Smirnowa-
Kotmogorowa, metoda szacowania najwickszego wyktadnika Lapunowa moze
sta¢ si¢ narzedziem rozrdézniania realizacji proceséw STUR i RW pod warun-
kiem, ze zostanie dobrana odpowiednia warto$¢ parametru m.
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