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1. Rekonstrukcja przestrzeni fazowej

.OXF]RZ� URO
 Z WHRULL FKDRVX GHWHUPLQLVW\F]QHJR SHáQL SRM
FLH V\VWHPX

G\QDPLF]QHJR� )RUPDOQLH� SU]H] V\VWHP G\QDPLF]Q\ UR]XPLH VL
 SDU
 ( )fS, ,

gdzie dRS ⊂ MHVW SU]HVWU]HQL� VWDQyZ� ]D� SSf →:  odwzorowaniem
RSLVXM�F\P LFK HZROXFM
 Z F]DVLH �SRU� =DZDG]NL �������� $QDOL]XM�F V]HUHJ

F]DVRZ\ SU]\ X*\FLX PHWRGRORJLL WHRULL FKDRVX� SU]\MPXMH VL
� *H ]RVWDá RQ

wygenerowany przez pewien system dynamiczny ( )fS, . Pierwszym etapem
badania jest rekonstrukcja przestrzeni fazowej S. Jej celem jest wydobycie z
szeregu pewnych informacji o QLHREVHUZRZDOQ\FK VWDQDFK JHQHUXM�FHJR JR
V\VWHPX RUD] LFK G\QDPLFH� 1DMSRSXODUQLHMV]� PHWRG� UHNRQVWUXNFML MHVW PHWRGD

RSy(QLH�� Z NWyUHM EXGXMH VL
 ZHNWRU\ RSy(QLH� �W]Z� m-historie) postaci
m
tx̂ = )...,,,( )1(1 lagmtlagtt xxx ⋅−−⋅− � -HM SRGVWDZ� WHRUHW\F]Q� MHVW WZLHUG]HQLH

7DNHQVD� NWyUH JáRVL� *H GOD 12 +≥ dm SU]HVWU]H� ),ˆ( FS , gdzie Ŝ jest zbiorem

m�KLVWRULL� ]D� F RGZ]RURZDQLHP RSLVXM�F\P LFK G\QDPLN
� W]Q� m
t

m
t xxF 1ˆ)ˆ( += ,

PR*H ]RVWDü Z\NRU]\VWDQD GR ]EDGDQLD ZáDVQR�FL QLH]QDQHJR V\VWHPX ),( fS .
: V]F]HJyOQR�FL PR*OLZH MHVW Z\]QDF]HQLH Z\PLDUX DWUDNWRUD L Z\NáDGQLNyZ
Lapunowa oraz prognozowanie (por. Castagli i in. (1991)).

0HWRGD RSy(QLH� Z\PDJD SU]\M
FLD a priori ZDUWR�FL ]DQXU]HQLD m oraz
RSy(QLHQLD F]DVRZHJR lag. Dobór tych parametrów jest szczególnie istotny w
przypadku krótkich szeregów, w których obecny jest szum losowy (por. Bask
(1998), Castagli i in. (1991), =HQJ L LQ� �������� 1DMF]
�FLHM VWRVRZDQ�
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SURFHGXU� GRERUX Z\PLDUX ]DQXU]HQLD MHVW PHWRGD Ä)DáV]\Z\FK 1DMEOL*V]\FK
6�VLDGyZ´ �ÄFalse Nearest Neighbors” - FNN) (Kennel i in. (1992)). Metoda
SROHJD QD REOLF]DQLX LOR�FL W]Z� IDáV]\Z\FK V�VLDGyZ Z ]DOH*QR�FL RG

parametru m� ZHGáXJ QDVW
SXM�F\FK HWDSyZ�

�� GOD ND*G\FK m-historii m
tx 1ˆ i m

tx 2ˆ Z\]QDF]D VL
 m
t

m
t xx 21 ˆˆ − , (1)

�� REOLF]D VL
 ZVSyáF]\QQLN m
t

m
t

m
t

m
tm xxxxd 21

1
2

1
1 ˆˆˆˆ −−= ++ . (2)

-H�OL md SU]HNUDF]D SHZLHQ SU]\M
W\ SR]LRP� ZyZF]DV X]QDMH VL
� *H m
tx 2ˆ  jest

IDáV]\Z\P V�VLDGHP ZHNWRUD m
tx 1ˆ . Za parametr m QDOH*\ SU]\M�ü ZDUWR�ü� GOD

NWyUHM PLQLPDOL]RZDQD MHVW LOR�ü IDáV]\Z\FK V�VLDGyZ�
&]
VWR VWRVRZDQ\P NU\WHULXP GRERUX lag jest metoda „Mutual

,QIRUPDWLRQ´ �0,�� Z NWyUHM V\VWHP UR]ZD*DQ\ MHVW Z NDWHJRULL SURGXNFML
LQIRUPDFML� ,VWRW� PHWRG\ MHVW ]PLHU]HQLH� LOH ELWyZ LQIRUPDFML RWU]\P\ZDQHM Z

stanie )( lagts + PR*H E\ü Z\QLNLHP SUHG\NFML RSDUWHM QD LQIRUPDFML ]DZDUWHM

w stanie )(ts  (por. àD*HZVNL� =DWRU �������� : W\P FHOX Fraser i Swinney
������ SURSRQXM� SU]\M
FLH SR]LRPX RSy(QLHQLD F]DVRZHJR� GOD NWyUHJR IXQNFMD
I(lag� ]ZDQD IXQNFM� Ämutual information” przyjmuje pierwsze minimum.

2. Lokalna aproksymacja liniowa

&KDRW\F]QH V]HUHJL F]DVRZH Uy*QL� VL
 RG prawdziwie losowych
PR*OLZR�FL� LFK EDUG]R GRNáDGQHJR SURJQR]RZDQLD� Z NUyWNLP KRU\]RQFLH

czasowym. Z twierdzenia 7DNHQVD Z\QLND� *H GOD 12 +≥ dm  istnieje funkcja

RRg m
T →: , dla której:

),...,,()ˆ( )1( lagmtlagttT
m
tTTt xxxgxgx −−−+ ≡= . (3)

2]QDF]D WR� *H PDM�F V]HUHJ GáXJR�FL NPR*QD Z\]QDF]\ü SURJQR]
�

),...,,()ˆ( )1( lagmNlagNNT
m
NTTN xxxgxgx −−−+ ≡= , (4)

gdzie T jest horyzontem prognozy. Funkcja Tg PR*H PLHü VNRPSOLNRZDQ\

QLHOLQLRZ\ Z]yU DQDOLW\F]Q\� MHGQDN ]DVW�SLHQLH MHM SHZQ� DSURNV\PDQW� Tg~

RNUH�ORQHJR W\SX� PR*H GDZDü ]DGDZDODM�FH Z\QLNL SURJQR]� 0HWRGD ORNDOQHM

DSURNV\PDFML OLQLRZHM /$ SROHJD QD SU]\M
FLX ]D Tg~  m-wymiarowej funkcji
wielomianowej stopnia pierwszego:

mmmT xxxxxxg αααα ++++= ...),...,,(~
2211021 . (5)

Estymacja parametrów iα  poprzedzona jest wyborem k wektorów

RSy(QLH�� QDMEOL*V]\FK �Z VHQVLH XVWDORQHM PHWU\NL� ZHNWRURZL m
Nx̂ . W oparciu

R Z\]QDF]RQ\FK V�VLDGyZ� SU]\ X*\FLX PHWRG\ QDMPQLHMV]\FK NZDGUDWyZ�

GRNRQXMH VL
 HVW\PDFML ZVSyáF]\QQLNyZ Tg~ . Przyjmowana a priori liczba k
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PR*H E\ü PQLHMV]D RG OLF]E\ ZV]\VWNLFK GRVW
SQ\FK m�KLVWRULL� VW�G QD]ZD
ÄDSURNV\PDFMD ORNDOQD´� 2WU]\PDQH SURJQR]\ ]DOH*� RG OLF]E\ QDMEOL*V]\FK
V�VLDGyZ ± k, wymiaru zanurzenia – m L RSy(QLHQLD F]DVRZHJR ± lag.

3. Wyniki prognoz

Prognozowaniu poddano szeregi chaotyczne wygenerowane przez:
1. Odwzorowanie logistyczne:

)1(41 ttt xxx −⋅⋅=+ , dla 0x =0,7. (6)
2. Odwzorowanie +HQRQD �V]HUHJ SLHUZV]\FK ZVSyáU]
GQ\FK��

)3,0;4,11(),( 2
11 ttttt xyxyx +−=++ , dla ( )00 , yx = ( )9,0;9,0 .     (7)

3. System Lorenza:

zyxdt
dz

yxzxdt
dy

xydt
dx

⋅−⋅=

−⋅+⋅−=

−⋅=

4

92,45

)(16

(8)

Wygenerowano szereg postaci )01,0( ⋅= txxt , dla ( ) ( )1,1,1)0(),0(),0( =zyx .
4. Model Kaldora:
Prognozowaniu poddano szereg ( )tY  wygenerowany z modelu Kaldora:

tttttt

ttttttt

KKYIKK

YSKYIYY

δ
α

−=−
−=−

+

+

),(

))(),((

1

1 (9)

SR SU]\M
FLX ]DáR*H�� *H ttt YsYS ⋅=)( � ]D� IXQNFMD LQZHVW\FML MHVW SRVWDFL�

( )
g

t
t

dY
t K

faYecI t 


⋅+⋅+⋅= +
−

2
1

2 ε . (10)

: EDGDQLX SU]\M
WR SDUDPHWU\ SURZDG]�FH GR HZROXFML FKDRW\F]QHM� 20=α ,
s=0,21, 05,0=δ , a=5, c=20, d=0,01, 00001,0=ε , e=0,05, f=280, g=4,5 oraz
ZDUWR�FL SRF]�WNRZH 265,65 00 == KY  (por. Lorenz (1989)).

$QDOL]RZDQH V]HUHJL VNáDGDM�FH VL
 ] ���� REVHUZDFML SRG]LHORQR QD GZLH
F]
�FL� SUyEN
 $ ± ���� SLHUZV]\FK REVHUZDFML� SUyEN
 % � ��� RVWDWQLFK

REVHUZDFML� 'OD ND*GHM REVHUZDFML ix  z próbki B (i=1716, 1717, … ,1900)
Z\]QDF]RQR SURJQR]
 GOD KRU\]RQWX F]DVRZHJR T=1:

),...,,(~)ˆ(~~
)1(111111 lagmilagii

m
ii xxxgxgx −−−−−−− ≡= . (11)

3UyEN
 $ Z\NRU]\VWDQR GR REOLF]HQLD SDUDPHWUyZ m oraz lag, oraz do
RV]DFRZDQLD ZVSyáF]\QQLNyZ ZLHORPLDQX 1

~g � : EDGDQLX UR]ZD*RQR NROHMQH k

= m+2, … , lagm ⋅−− )1(1714 � 'R RFHQ\ GRNáDGQR�FL SURJQR]\ Z\]QDF]RQR

GOD ND*GHJR k EH]Z]JO
GQ\ Eá�G SUHG\NFML H[�SRVW�
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( )
21900

1716

~
185

1 ∑
=

−⋅=
i

ii xxσ (12)

RUD] Z]JO
GQ\ Eá�G SURJQR]\ %100' ⋅=
xσ

σσ  (por. Farmer, Sidorowich

(1987)), gdzie xσ  jest odchyleniem standardowym szeregu z próbki A.
Zastosowano dwie procedury doboru parametrów zrekonstruowanej przestrzeni
stanów: „FNN-MI” i „PROG”:
1. „FNN-MI”:
: RSDUFLX R SUyEN
 $� SU]\ ]DVWRVRZDQLX PHWRG\ )11 Z\]QDF]RQR ZDUWR�ü

wymiaru zanurzenia m� ]D� SU]\ X*\FLX PHWRG\ 0, ± RSy(QLHQLH F]DVRZH lag.
2. „PROG”:
3UyEN
 $ SRG]LHORQR QD GZLH F]
�FL� $1=1650 pierwszych obserwacji i A2=65
RVWDWQLFK REVHUZDFML� 'OD ND*GHM REVHUZDFML ] $2 GRNRQDQR SUHG\NFML PHWRG�

/$� Z\NRU]\VWXM�F $1 GR RV]DFRZDQLD ZLHORPLDQX DSURNV\PXM�FHJR� 3URJQR]\

wyznaczono dla kolejnych lag=1,2,…5, m=1,2,…,15, k=m+2, … ,
lagm ⋅−− )1(1649 � 6SR�UyG UR]ZD*RQ\FK SDUDPHWUyZ Z\EUDQR WDNLH ZDUWR�FL

m i lag� GOD NWyU\FK RWU]\PDQD SURJQR]D E\áD QDMGRNáDGQLHMV]D�
1DMPQLHMV]H Eá
G\ SURJQR] ZUD] ] Z\]QDF]RQ\PL SDUDPHWUDPL SU]HVWrzeni

ID]RZHM ]RVWDá\ SRGVXPRZDQH Z WDEHODFK ���� :\NUHV\ ��� SU]HGVWDZLDM�

]DOH*QR�ü EH]Z]JO
GQHJR Eá
GX SURJQR]\ RG ZDUWR�FL SDUDPHWUX k.

7DEHOD �� 1DMPQLHMV]H Eá
G\ SURJQR] GOD RGZ]RURZDQLD ORJLVW\F]QHJR

Metoda σ 'σ Parametry Optymalne k
LA PROG 10-7 10-5% m=2, lag=1 k=6
LA FNN-MI 10-5 0,002% m=1, lag=7 k=4
ARMA 0,33 96,03% %LDá\ V]XP

'UyGáR� REOLF]HQLD ZáDVQH

7DEHOD �� 1DMPQLHMV]H Eá
G\ SURJQR] GOD V]HUHJX Henona
Metoda σ 'σ Parametry Optymalne k

LA PROG 10-4 0,01% m=4, lag=1 k=7
LA FNN-MI 0,19 25,50% m=1, lag=18 k=16
ARMA 0,63 85,59% ARMA(2,6)

'UyGáR� REOLF]HQLD ZáDVQH

7DEHOD �� 1DMPQLHMV]H Eá
G\ SURJQR] GOD V\VWHPX Lorenza
Metoda σ 'σ Parametry Optymalne k

LA PROG 0,004 0,03% m=14, lag=1 k=34
LA FNN-MI 0,383 3,00% m=15, lag=10 k=107
ARMA 0,008 0,06% ARMA(5,4)

'UyGáR� REOLF]HQLD ZáDVQH
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7DEHOD �� 1DMPQLHMV]H Eá
G\ SURJQR] GOD PRGHOX Kaldora
Metoda σ 'σ Parametry Optymalne k

LA PROG 0,11 0,41% m=2, lag=1 k=6
LA FNN-MI 1,86 7,13% m=3, lag=3 k=13
ARMA 17,28 66,45% ARMA(2,3)

'UyGáR� REOLF]HQLD ZáDVQH
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Na wyNUHVDFK ��� SU]HGVWDZLRQR Uy*QLFH L LORUD]\ Eá
GyZ SURJQR]

otrzymanych przy zastosowaniu procedur FNN-MI i PROG dla kolejnych
ZDUWR�FL k� 'RGDWQLD Uy*QLFD R]QDF]D Z\*V]R�ü SURFHGXU\ 352*� = Z\NUHVyZ

LORUD]yZ Eá
GyZ PR*QD RGF]\WDü� LOH UD]\ Eá�G RWU]\PDQ\ SU]\ astosowaniu
SURFHGXU\ 352* MHVW PQLHMV]\ RG Eá
GX )11�0,� 3RQLHZD* ] SXQNWX ZLG]HQLD

SURJQR]RZDQLD V]HUHJyZ FKDRW\F]Q\FK LVWRWQH V� QLHZLHONLH ZDUWR�FL k (por.
&DVWDJOL �������� GODWHJR Z\NUHV\ LORUD]yZ Eá
GyZ ]RVWDá\ RJUDQLF]RQH GR

150≤k .

5\V� �� 5y*QLFH RUD] LORUD]\ Eá
GyZ SURJQR] GOD RGZ]RURZDQLD ORJLVW\F]QHJR
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5\V� �� 5y*QLFH RUD] LORUD]\ Eá
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5\V� �� 5y*QLFH RUD] LORUD]\ Eá
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5\V� �� 5y*QLFH RUD] LORUD]\ Eá
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: WDEHOL � ]DSUH]HQWRZDQR ZDUWR�FL k� GOD NWyU\FK SU]HZD*D SURFHGXUD 352*�

D WDN*H PLQLPDOQH L PDNV\PDOQH LORUD]\ Eá
GyZ SURJQR] GOD 150≤k .

Tabela 5. Porównanie procedur PROG i FNN-MI
Szereg Przewaga procedury

PROG
=DNUHV LORUD]yZ Eá
GyZ

prognoz
Odwzorowanie logistyczne k<621 od 10,09 do 89,30
Szereg Henona k<452 od 10,43 do 2590,65
System Lorenza k dowolne od 83,21 do 953,66
Model Kaldora k<1421 od 3,36 do 79,59
'UyGáR� REOLF]HQLD ZáDVQH

4. Wnioski

= SU]HSURZDG]RQ\FK EDGD� Z\QLND� *H FKDRW\F]QH V]HUHJL F]DVRZH PRJ�

E\ü SURJQR]RZDQH Z NUyWNLP KRU\]RQFLH F]DVRZ\P ] EDUG]R GX*�
GRNáDGQR�FL�� : ]DVWRVRZDQLX GR DQDOL]RZDQ\FK V]HUHJyZ ORNDOQD

DSURNV\PDFMD OLQLRZD GDáD SURJQR]\ Z\UD(QLH OHSV]H QL* PRGHOH $50$�
:\M�WNLHP E\á MHG\QLH V]HUHJ /RUHQ]D� JG]LH Z\*V]R�ü PHWRG\ ]DOH*DáD RG
SU]\M
WHM SURFHGXU\ GRERUX SDUDPHWUyZ ]UHNRQVWUXRZDQHM SU]HVWU]HQL VWDQyZ�
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=DXZD*DOQ\ MHVW ZSá\Z ]DVWRVRZDQHM PHWRG\ GRERUX SDUDPHWUyZ QD
GRNáDGQR�ü SURJQR]RZDQLD� 'OD ND*GHJR V]HUHJX SURFHGXUD )11�0,
SURZDG]LáD GR SURJQR] GX*R JRUV]\FK QL* SURFHGXUD 352*� %DGDQLD SRND]XM��

*H Eá
G\ SUHG\NFML LVWRWQLH ]DOH*� UyZQLH* RG WU]HFLHJR SDUDPHWUX ± OLF]E\
QDMEOL*V]\FK V�VLDGyZ k Z\NRU]\VWDQ\FK GR HVW\PDFML ZVSyáF]\QQLNyZ

ZLHORPLDQX DSURNV\PXM�FHJR� : SU]\SDGNX SURJQR]RZDQLD FKDRW\F]Q\FK
V]HUHJyZ F]DVRZ\FK PHWRG� /$� QDMPQLHMV]H Eá
G\ RWU]\PXMH VL
 GOD

QLHZLHONLFK ZDUWR�FL k� = SU]HSURZDG]RQ\FK SURJQR] Z\QLND� *H Z WDNLFK
V\WXDFMDFK Z\UD(QLH ]DXZD*DOQD MHVW Z\*V]R�ü SURFHGXU\ Ä352*´� D ]DWHP
PHWRG\ )11 L 0, Z\]QDF]DM� SDUDPHWU\ GDOHNLH RG RSW\PDOQ\FK�
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