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jednostkowe – identyfikacja i zastosowanie

���:VW
S

:L
NV]R�ü OLWHUDWXU\ ]ZL�]DQHM ] DQDOL]� V]HUHJyZ F]DVRZ\FK GRW\F]\
SURFHVyZ Z NWyU\FK VWRSLH� LQWHJUDFML MHVW VWDá\� 3RZV]HFKQLH ]QDQ\ Z

literaturze przedmiotu model ARIMA (Box i -HQNLQV� ����� SU]\MPXMH� *H
QLHNWyUH SLHUZLDVWNL ZLHORPLDQX FKDUDNWHU\VW\F]QHJR OH*� QD NROH

MHGQRVWNRZ\P� =DNáDGD VL
 UyZQLH*� *H ZV]\VWNLH SLHUZLDVWNL SU]\MPXM� VWDáH
ZDUWR�FL� F]\OL QLH SRGOHJDM� ]PLDQRP Z F]DVLH� 1DMSURVWV]\P SU]\NáDGHP
WDNLHJR SURFHVX MHVW PRGHO Eá�G]HQLD SU]\SDGNRZHJR RNUH�ODQ\ MDNR SURFHV

]LQWHJURZDQ\ VWRSQLD SLHUZV]HJR� ]DZLHUDM�F\ MHGHQ SLHUZLDVWHN MHGQRVWNRZ\�

2ND]XMH VL
 MHGQDN� *H LVWQLHMH SRWU]HED �*UDQJHU L Swanson, 1997; Sollis i in.,
2000) analizy procesów o zmiennym stopniu integracji, w których pierwiastki
ZLHORPLDQX FKDUDNWHU\VW\F]QHJR RVF\OXM� Z F]DVLH ZRNyá MHG\QNL L SU]\MPXM�
F]DVHP ZDUWR�FL ]QDMGXM�FH VL
 QD NROH MHGQRVWNRZ\P� D F]DVHP SR]D QLP�

0RGHOH WH RNUH�OD VL
 MDNR PRGHOH ]H VWRFKDVW\F]Q\P SLHUZLDVWNLHP
jednostkowym (ang. stochastic unit root processes; STUR). W modelach tych
]DNáDGD VL
 ]PLHQQR�ü SDUDPHWUyZ Z F]DVLH� D W\P VDP\P ]PLHQQR�ü

SLHUZLDVWNyZ ZLHORPLDQX FKDUDNWHU\VW\F]QHJR� %DGDQD NODVD SURFHVyZ� E\áD SR
UD] SLHUZV]\ UR]ZD*DQD Z OLWHUDWXU]H Z SRáRZLH ODW ���W\FK �SRU� Leybourne,
McCabe i Mills, 1996; Leybourne, McCabe i Tremayne, 1996; Granger i
Swanson, 1997). = XZDJL QD UR]SDWU\ZDQ� WX Z XM
FLX G\QDPLF]Q\P ORVRZR�ü
SDUDPHWUyZ� PRGHOH ]H VWRFKDVW\F]Q\P SLHUZLDVWNLHP MHGQRVWNRZ\P PR*QD

UyZQLH* WUDNWRZDü MDNR V]F]HJyOQ\ SU]\SDGHN ]QDQ\FK MX* Z ZF]H�QLHMV]HM
literaturze modeli ze zmiennym parametrem; por. Judge i in. (1985).
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���3RVWDü�PRGHOX�L�HVW\PDFMD�01:

Procesy typu STUR (stochastic unit roots� PR*QD ]DSLVDü Z SRVWDFL RJyOQHM
jako:

WWWW
\\ εα += −1 , (1)

gdzie:

WW
δαα +=

�
,

�
�

=δ ,

WWW
ηρδδ += −� , (2)

przy czym �__ ≤ρ . Ponadto ����a �σε 1
W

 i ����a �ωη 1
W

V� RG VLHELH

QLH]DOH*QH�

Dla �
�

=α  i �� =ω , 
W

\ MHVW SURFHVHP Eá�G]HQLD ORVRZHJR� -H�OL �
�

=α  i

�� >ω WR PDP\ GR F]\QLHQLD ] SURFHVHP� NWyUHJR �UHGQLD ]DZLHUD SLHUZLDVWHN

jednostkowy, i który jest nazywany procesem ze stochastycznym pierwiastkiem
jednostkowym.

$QDOL]RZDQD Z GDOV]HM F]
�FL SUDF\ SRVWDü PRGHOX ]H VWRFKDVW\F]Q\P
SLHUZLDVWNLHP MHGQRVWNRZ\P PD SRVWDü�

WWWW
\\ εδ +=∆ −� , (3)

WWW
ηρδδ += −� , (4)

gdzie 
W

\  oznacza obserwowany proces w czasie t, natomiast 
W

ε  i 
W

η R]QDF]DM�

WDN MDN SRSU]HGQLR QLH]DOH*QH Z]JO
GHP VLHELH JDXVVRZVNLH ELDáH V]XP\ R

�UHGQLHM ]HUR L ZDULDQFML UyZQHM �σ  i �ω � 5yZQDQLH ��� PR*QD SU]HGVWDZLü Z

UyZQRZD*QHM IRUPLH� PLDQRZLFLH

( )
WWWW

\\ εδ ++= −�� . (5)

Gdy �=ρ  i �� =ω  to parametr 
W

δ  dla wszystkich t SU]\MPXMH ZDUWR�FL UyZQH

]HUR L RWU]\PXMHP\ SURFHV Eá�G]HQLD SU]\SDGNRZHJR�
8*\WHF]Q\P QDU]
G]LHP GR HVW\PDFML SDUDPHWUyZ PRGHOX ������� MHVW

PHWRGD QDMZL
NV]HM ZLDU\JRGQR�FL RSDUWD R ILOWU .DOPDQD L ]ZL�]DQ\ ] QLP

model przestrzeni stanów. Niech 
W
]  oznacza ( )�×Q  wymiarowy wektor

obserwowanych zmiennych w czasie t� 0RGHO SU]HVWU]HQL VWDQyZ PR*QD

]DSLVDü MDNR �Harvey, 1989; Hamilton, 1994; Górka, 1997):
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WWWW
Z+] += ξ
 , (6)

WWW
Y) += −�ξξ . (7)

JG]LH UyZQDQLH ��� RNUH�OD VL
 MDNR Z\M�FLD OXE REVHUZDFML� UyZQDQLH ��� MHVW

równaniem stanu, 
W

ξ  oznacza ( )�×U  wymiarowy wektor stanu, F i 


W
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W
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W
Y  o wymiarach ( )�×Q  oraz ( )�×U V� ZHNWRUDPL ELDá\FK V]XPyZ�

mianowicie
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gdzie R i Q V� PDFLHU]DPL R Z\PLDUDFK ( )QQ×  i ( )UU × � 'RGDWNRZR ]DNáDGD

VL
 QLH]DOH*QR�ü ZHNWRUyZ
W

Z  i 
W
Y .

Oznaczmy przez 1
ˆ

−tξ  wektor stanu oszacowany w oparciu o informacje

GRVW
SQH Z FKZLOL �−W  oraz przez 
�−W: ZDULDQFM
 WHJR RV]DFRZDQLD

( )( )[ ]'ˆˆ
11111 −−−−− −−= ttttt EW ξξξξ . (8)

=Dáy*P\� *H FKFHP\ HVW\PRZDü tξ̂  w oparciu o 1
ˆ

−tξ � .RU]\VWDM�F ] UyZQDQLD

��� SURJQR]�
W

ξ R]QDF]RQ� SU]H] 1
ˆ

−ttξ  jest

11
ˆˆ

−− = ttt Fξξ , (9)

QDWRPLDVW ZDULDQFMD Eá
GX SUHG\NFML Z\QRVL�

( )( )[ ] QFFWEW ttttttttt +=−−= −−−− ''ˆˆ
1111 ξξξξ . (10)

3URJQR]

W
]  przy danym 1

ˆ
−ttξ X]\VNXMH VL
 ] UyZQDQLD ����

1
'

1
ˆˆ −− = ttttt Hz ξ  (11)

] Eá
GHP UyZQ\P

1ˆ −−= tttt zzu (12)
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L MHJR ZDULDQFM�

( ) 5+:+XX(.
WWWWWWW

+== −�


 . (13)

.RU]\VWDM�F ] ZáDVQR�FL ZLHORZ\PLDURZHJR UR]NáDGX QRUPDOQHJR� RF]HNLZDQ�

ZDUWR�FL
W

ξ  przy danym 
W
] PR*QD X]\VNDü ] UyZQDQLD

( )1
'1

11
ˆˆˆ

−
−

−− −+= ttttttttttt HzKHW ξξξ , (14)

] ZDULDQFM� UyZQ��

1
'1'

11 −
−

−− −= tttttttttt WHKHWWW . (15)

Filtr .DOPDQD REOLF]D ]DWHP SURJQR]
 tξ Z VSRVyE UHNXUHQF\MQ\� SU]\MPXM�F

ZDUWR�FL SRF]�WNRZH GOD 0W  i 0ξ � 'DOV]H V]F]HJyá\ QD WHQ WHPDW ILOWUX Kalmana

PR*QD ]QDOH(ü P�LQ� Z SUDF\ Hamiltona (1994).
-H*HOL SRF]�WNRZ\ ZHNWRU VWDQX

W
ξ  oraz 

W
Z  i 

W
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W
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GHP ZF]H�QLHMV]\FK

obserwacji ( )
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WWW −−− = L QLH]QDQ\FK ZDUWR�FL SDUDPHWUyZ θ
]QDMGXM�F\FK VL
 Z F, Q i R MHVW UyZQLH* UR]NáDGHP QRUPDOQ\P ]H �UHGQL� L

ZDULDQFM� GDQ� RGSRZLHGQLR Z SXQNFLH ���� L ����

( )RHWHHNZz ttttttttt +−−− 1
'

1
'

1 ,ˆ~, ξθ .
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( ) ∑∑
=

−

=

−−−=
T

t
ttt

T

t
t uKuK

nT
L

1

1'

1
2

1
ln

2

1
2ln

2
ln π (6)

:\NRU]\VWXM�F PRGHOH SU]HVWU]HQL VWDQyZ� UyZQDQLH ��� PR*QD WUDNWRZDü
jako równanie obserwacji, natomiast równanie (4) jako równanie stanu.
Oznaczmy przez θ  wektor parametrów w modelu (3)-(4), mianowicie

( )�� �� ωσρθ = � 1LH]QDQH ZDUWR�FL SDUDPHWUyZ X]\VNXMH VL
 ZL
F SRSU]H]

PDNV\PDOL]DFM
 IXQNFML ZLDU\JRGQR�FL� UyZQDQLH ����
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3. Testowanie stochastycznych pierwiastków jednostkowych

+LSRWH]\ Z WH�FLH /07 �Leybourne, McCabe i 7UHPD\QH� GRW\F]�

wariancji �ω � F]\OL PRGHOX ]PLHQQR�FL SDUDPHWUyZ� �� �

�
=ω+  (oznacza

Eá�G]HQLH SU]\SDGNRZH OXE Z XRJyOQLRQ\P SU]\SDGNX $5,0$�S������

�� �

�
>ω+ � 5R]ZD*D VL
 SU]\M
FLH Uy*Q\FK IRUPXá WHVWX ]DOH*QLH RG PRGHOX

E
G�FHJR SRGVWDZ� EDGDQLD� : FHOX XQLNQL
FLD ZSá\ZX HZHQWXDOQHJR WUHQGX
GHWHUPLQLVW\F]QHJR� DXWRU]\ SURSRQXM� UR]V]HU]HQLH PRGHOX R WUHQG OLQLRZ\

OXE ��JR VWRSQLD� 3RQDGWR PR*OLZH MHVW UR]V]HU]HQLH VSHF\ILNDFML UyZQDQLD
SRSU]H] Zá�F]HQLH GR PRGHOX RSy(QLRQ\FK ZDUWR�FL ]PLHQQHM HQGRJHQLF]QHM�

3URFHGXUD WHVWRZDQLD SU]HELHJD Z QDVW
SXM�F\ VSRVyE�
Niech

WWWW
\\ εα += −


�

 , (17)
gdzie

∑
=

−−−=
S

W

WLWWW \3\\
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 ϕ , (18)

przy czym W3 MHVW VNáDGQLNLHP GHWHUPLQLVW\F]Q\P� QS� WUHQGHP SRVWDFL

�����
�

+++= WWW3 W θγβ  lub W3 W γβ +=
�

� QDWRPLDVW F]
�ü autoregresyjna w
���� MHVW VWDFMRQDUQD L SHáQL URO
 SRGREQ� MDN UR]V]HU]HQLH Z WH�FLH $')

(Augmented 'LFNH\�)XOOHU�� -H*HOL Z
�

+  �__ <ρ � WR VWDW\VW\N
 Z REOLF]D VL
 QD

SRGVWDZLH QDVW
SXM�FHM ]DOH*QR�FL� RV]DFRZDQHM .01.

∑
=

− +∆+∆=∆
S

L

WWLWW \3\
�

�
εϕ . (19)
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gdzie:

∑
=

−=
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�

����� σεκ .

=DOH*QLH RG Z\ERUX SRVWDFL WUHQGX W3�  lub W3
�

R]QDF]D VL
 M� MDNR
�

=  lub 
�

= .
7HVW MHVW RGSRUQ\ QD WUDQVIRUPDFM
 ORJDU\WPLF]Q� RUD] HIHNW $5&+� ]
Z\M�WNLHP ,*$5&+ �SRU� *UDQJHU L Swanson, 1997).
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:DUWR�FL NU\W\F]QH JHQHURZDQH SU]\ ]DáR*HQLX ]HURZHM NRZDULDQFML SRPL
G]\

Wε  i �

Wε GOD Z\EUDQ\FK SR]LRPyZ LVWRWQR�FL ]RVWDá\ SU]HGVWDZLRQH Z WDEOLF\ ��

7DEOLFD �� :\EUDQH ZDUWR�FL NU\W\F]QH WHVWX /07�

T ����=S ����=S ���=S

50 0,349 0,215 0,161
100 0,320 0,192 0,142
250 0,289 0,168 0,122
500 0,278 0,161 0,114
1000 0,261 0,149 0,104

'UyGáR� /H\ERXUQH� 0F&DEH L 7UHPD\QH ������

oraz Granger i Swanson (1997).

4. 3UyENRZH�ZáDVQR�FL�HVW\PDWRUD�01:

%DGDQLD ZáDVQR�FL próbkowych estymatorów przedstawionych w drugim
SXQNFLH GRNRQDQR ]D SRPRF� V\PXODFML 0RQWH Carlo. W tym celu
wygenerowano 1000 realizacji procesu opisanego równaniami (3) – (4), a
QDVW
SQLH HVW\PRZDQR MHJR SDUDPHWU\ PDNV\PDOL]XM�F IXQNFM
 QDMZL
NV]HM
ZLDU\JRGQR�FL SU]HGVWDZLRQ� Z SXQNFLH GUXJLP� %DGDQH V]HUHJL VNáDGDá\ VL
 ]H
���� ��� L ��� REVHUZDFML� : RSDUFLX R X]\VNDQH Z\QLNL GOD ND*GHJR SDUDPHWUX

REOLF]RQR ZVSyáF]\QQLN ]PLHQQR�FL� NWyU\ MHVW LORUD]HP próbkowego
RGFK\OHQLD VWDQGDUGRZHJR L �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM EDGDQHJR HVW\PDWRUD�

7DEOLFD � SU]HGVWDZLD REOLF]RQH QD SRGVWDZLH RFHQ SDUDPHWUyZ ZVSyáF]\QQLNL

]PLHQQR�FL� ( ) ( )θθ ˆ/ˆ ED , dodatkowo w celu zbadania SUyENRZHJR REFL�*HQLD

estymatorów obliczono iloraz SUyENRZHM �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM L SUDZG]LZHM

ZDUWR�FL SDUDPHWUX ( )[ ] 1/ˆ −θθE � SU]\ Uy*Q\FK ZDUWR�FLDFK �ω .
$QDOL]XM�F Z\QLNL ]DPLHV]F]RQH Z WDEOLF\ � PR*QD VWZLHUG]Lü� *H PHWRGD

QDMZL
NV]HM ZLDU\JRGQR�FL SR]ZDOD X]\VNDü VWRVXQNRZR GREUH Z\QLNL

V]F]HJyOQLH GOD GX*HM SUyE\ WM� ���=7 � 1DMGRNáDGQLHMV]H Z\QLNL X]\VNDQR GOD

ZDULDQFML VNáDGQLND ORVRZHJR Z UyZQDQLX REVHUZDFML �σ . W porównaniu z
SR]RVWDá\PL SDUDPHWUDPL Z\GDM� VL
 E\ü QDMEDUG]LHM ]EOL*RQH GR SUDZG]LZ\FK

ZDUWR�FL� ]DUyZQR ]H Z]JO
GX QD UHODW\ZQLH PDá� SUyENRZ� ZDULDQFM
 MDN L
REFL�*HQLH�

1DMPQLHM GRNáDGQH Z\QLNL RWU]\PDQR GOD ZDULDQFML VNáDGQLND ORVRZHJR Z

równaniu stanu �ω � : SU]HZD*DM�FHM ZL
NV]R�FL V� ]QDF]QLH JRUV]H QL* GOD

SR]RVWDá\FK SDUDPHWUyZ� V]F]HJyOQLH GOD PDáHM SUyE\ ���=7 � :DUWR�ü

ZDULDQFML VNáDGQLND ORVRZHJR �ω PD UyZQLH* ]DVDGQLF]\ ZSá\Z QD GRNáDGQR�ü

X]\VNLZDQ\FK Z\QLNyZ GOD SR]RVWDá\FK SDUDPHWUyZ� PLDQRZLFLH SRUyZQXM�F

Z\QLNL RWU]\PDQH SU]\ Uy*Q\FK ZDUWR�FLDFK �ω PR*QD VWZLHUG]Lü� *H GOD
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PQLHMV]HM ZDUWR�FL ZDULDQFML VNáDGQLND ORVRZHJR X]\VNDQH Z\QLNL GOD
ZV]\VWNLFK SDUDPHWUyZ FKDUDNWHU\]XM� VL
 ZL
NV]� ZDULDQFM� L REFL�*HQLHP�

���$QDOL]D�SURFHVX�6785�QD�SU]\NáDG]LH�LQGHNVX�:,*��

W zakresie testowania i estymacji procesów ze stochastycznym
pierwiastkiem jednostkowym, analizie poddano tygodniowy kurs indeksu
:,*�� RG OLSFD �� GR NR�FD PDUFD ����� $QDOL]RZDQ\ V]HUHJ VNáDGDá VL

]DWHP ] ��� REVHUZDFML W\JRGQLRZ\FK� :DUWR�ü VWDW\VW\NL Z dla tego szeregu
Z\QLRVáD ������ FR SU]\ �� SURFHQWRZ\P SR]LRPLH LVWRWQR�FL PR*H

ZVND]\ZDü� *H MHVW WR SURFHV� NWyUHJR �UHGQLD ]DZLHUD SLHUZLDVWHN MHGQRVWNRZ\�
:\QLNL RFHQ SDUDPHWUyZ X]\VNDQH Z SRSDUFLX R SU]HGVWDZLRQ� ZF]H�QLHM

PHWRG
 QDMZL
NV]HM ZLDU\JRGQR�FL GDá\ QDVW
SXM�FH SXQNWRZH RFHQ\

parametrów: ��������=ρ , ����������(
� =ω , �������

� =σ . Rysunek 1

SU]HGVWDZLD SXQNWRZ� RFHQ
 SDUDPHWUX
WW

δα += � � NWyU� X]\VNDQR ]D SRPRF�

filtru .DOPDQD� 2WU]\PDQH Z\QLNL V� ]ELH*QH ] Z\QLNDPL SXEOLNRZDQ\PL Z

pracy Sollis L LQ� ������ GOD GDQ\FK JLHáGRZ\FK�

Rysunek 1. Punktowa ocena parametru tt δα += 1  dla Wig20.

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

� �� ��� ��� ��� ��� ���
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7DEOLFD �� :\QLNL HVW\PDFML 01: SU]HSURZDG]RQHM Z RSDUFLX R V\PXODFM
 0RQWH &DUOR GOD ���� SRZWyU]H� QD V]HUHJDFK R GáXJR�FL

���� ��� L ���� : WDEHOL ]DPLHV]RQR REOLF]RQH QD SRGVWDZLH RFHQ SDUDPHWUyZ ZVSyáF]\QQLNL ]PLHQQR�FL� ( ) ( )θθ ˆ/ˆ ED ,  (styl

standardowy czcionki) oraz iloraz SUyENRZHM �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM L SUDZG]LZHM ZDUWR�FL SDUDPHWUX ( )[ ] 1/ˆ −θθE  (kursywa).

���=7 ���=7 ���=7 ���=7 ���=7 ���=7

���=ρ

����� =ω

�
� =σ

2.243; -0.085

0.835; 0.140

0.237;-0.049

1.332; -0.103

0.377; -0.024

0.155; 0.004

0.620; -0.063

0.200; -0.017

0.123; 0.028

���=ρ

������ =ω

�
� =σ

2.775;-0.056

1.614; 4.972

0.188; -0.137

2.635; -0.112

1.395; 0.703

0.130; -0.043

1.716; 0.021

0.816; 0.086

0.097; 0.012

���=ρ

����� =ω

�
� =σ

0.606; -0.109

0.791; 0.111

0.241; -0.077

0.283; -0.039

0.320; 0.019

0.168; -0.000

0.108; -0.026

0.174; 0.044

0.138; 0.015

���=ρ

������ =ω

�
� =σ

0.764; -0.115

2.035; 3.917

0.1869; -0.130

0.616; -0.089

1.229; 0.467

0.126; -0.042

0.410; -0.045

0.685; 0.066

0.095; -0.017

���=ρ

����� =ω

�
� =σ

0.222; -0.096

0.799; 0.319

0.335; -0.031

0.054; -0.044

0.461; 0.415

0.289; -0.012

0.031; -0.033

0.329; 0.512

0.213; -0.007

���=ρ

������ =ω

�
� =σ

0.321; -0.123

2.191; 1.698

0.198; -0.134

0.164; -0.049

1.118; 0.250

0.130; -0.050

0.063; -0.018

0.293; 0.055

0.109; -0.028

'UyGáR� REOLF]HQLD ZáDVQH�


