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1. Wprowadzenie

$QDOL]D VSHNWUDOQD� SU]H] NWyU� Z QLQLHMV]\P UHIHUDFLH UR]XPLHü E
G]LHP\

DQDOL]
 )RXULHUD� XPR*OLZLD GHNRPSR]\FM
 SURFHVX QD VNáDGRZH F]
VWRWOLZo-
�FLRZH R Uy*Q\FK RNUHVDFK� FR RNUH�ODQH MHVW MDNR SU]HGVWDZLHQLH SURFHVX Z
G]LHG]LQLH F]
VWR�FL� 3U]HGVWDZLHQLH WDNLH ZL�*H VL
 MHGQDN ] XWUDW� LQIRUPDFML ]

G]LHG]LQ\ F]DVX� 3DWU]�F QD WUDQVIRUPDW
 )RXULHUD SURFHVX QLH MHVWH�P\ Z VWDQLH
SRZLHG]LHü� NLHG\ PLDáR PLHMVFH RNUH�ORQH ]GDU]HQLH� -H�OL FKDUDNWHU\VW\NL Vy-
JQDáX QLH ]PLHQLDM� VL
 Z F]DVLH ± WM� MH�OL SURFHV MHVW VWDFMRQDUQ\ ± WD ZáDVQR�ü
SU]HNV]WDáFHQLD )RXULHUD QLH VWDQRZL *DGQHM SU]HV]NRG\ GOD GRNáDGQHM DQDOL]\
SURFHVX� 6\WXDFMD ]PLHQLD VL
 MHGQDN UDG\NDOQLH� MH�OL SURFHV Z\ND]XMH WUHQG

F]\ SHZQH FKDUDNWHU\VW\NL SU]HM�FLRZH� :yZF]DV MHGQD ] SURSR]\FML� VáX*�F\FK
SRSUDZLHQLX ZáDVQR�FL WUDQVIRUPDW\ )RXULHUD� ]DNáDGD VWRVRZDQLH WHM WUDQVIRr-
PDW\ GR PDá\FK VHNFML GDQ\FK MDNR W]Z� NUyWNRRNUHVRZH �RNLHQNRZH� SU]e-
NV]WDáFHQLH )RXULHUD �:)7 ± Windowed Fourier Transform�� 3U]HNV]WDáFHQLH
WDNLH REUD]XMH SURFHV MDNR IXQNFM
 MHGQRF]H�QLH F]DVX L F]
VWR�FL� VWDQRZL�F

URG]DM NRPSURPLVX SRPL
G]\ EDGDQLDPL Z REX G]LHG]LQDFK� 3RGHM�FLH WR PD
MHGQDN SHZQ� ZDG
� ]ZL�]DQ� ]H VWDá� ZLHONR�FL� RNQD F]DVRZHJR GOD ZV]\Vt-
NLFK F]
VWR�FL� 7\PF]DVHP SURFHV\ �Z W\P SURFHV\ HNRQRPLF]QH� PRJ� Zy-
PDJDü EDUG]LHM HODVW\F]QHJR SRGHM�FLD� Z NWyU\P UR]PLDU RNQD XOHJD ]ZL
k-
V]HQLX OXE ]PQLHMV]HQLX Z ]DOH*QR�FL RG WHJR� F]\ DQDOL]XMHP\ ZDKDQLD GáXJR�

F]\ WH* NUyWNookresowe.

                                           
1 $XWRUND MHVW VW\SHQG\VWN� )XQGDFML QD 5]HF] 1DXNL 3ROVNLHM Z URNX �����
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Analiza IDONRZD UHSUH]HQWXMH QDVW
SQ\ NURN ORJLF]Q\ Z EDGDQLDFK F]
VWo-
WOLZR�FLRZ\FK L MHVW URG]DMHP WHFKQLNL RNLHQ R ]PLHQQ\FK UR]PLDUDFK� Falka
QDWRPLDVW WR SR SURVWX �PDáD IDOD�� D Z\UD*DM�F VL
 �FL�OH ± NU]\ZD R HIHNW\ZQLH

RJUDQLF]RQ\P WUZDQLX L �UHGQLHM �� 3RUyZQXM�F VLQXVRLG
� E
G�F� SRGVWDZ�

analizy fourierowskiej i IDON
 QDOH*\ ]DXZD*\ü� *H WD SLHUZV]D UR]FL�JD VL
 RG

∞−  do ∞+  i jest regularna, podczas gdy IDONL PRJ� E\ü QLHV\PHWU\F]QH L
Z\JDVDM� ] F]DVHP �SDWU] 5\V� ���

Analiza IDONRZD GHNRPSRQXMH SURFHV QD VNáDGRZH RUWRJRQDOQH� E
G�FH
SU]HVXQL
W\PL L SU]HVNDORZDQ\PL ZHUVMDPL W]Z� falki podstawowej (mother
wavelet�� *áyZQ� ]DOHW� WHJR URG]DMX DQDOL]\ F]
VWRWOLZR�FLRZHM MHVW SUHF\]\MQH
UR]SR]QDZDQLH ORNDOQ\FK FKDUDNWHU\VW\N V\JQDáyZ� : SU]HFLZLH�VWZLH GR
:)7� NWyUD PR*H QLH Z\NU\ü ]GDU]H�� PDM�F\FK PLHMVFH Z REU
ELH V]HURNR�FL

okna czasowego, analiza IDONRZD VWDMH VL
 QDU]
G]LHP EDGDQLD SURFHVyZ QLHVWa-
FMRQDUQ\FK RUD] SURFHVyZ R SU]HM�FLRZ\FK FKDUDNWHU\VW\NDFK� E
G�F\FK HIHk-
WHP ]PLHQQR�FL Z F]DVLH SDUDPHWUyZ L �OXE� QLHOLQLRZR�FL EDGDQ\FK ]MDZLVN�
$QDOL]D WD ]QDMGXMH ]DVWRVRZDQLH Z WDN Uy*QRURGQ\FK G\VF\SOLQDFK MDN NRPu-
QLNDFMD� JHRIL]\ND F]\ PHG\F\QD� DOH ]DF]\QD UyZQLH* ]QDMGRZDü VZRMH PLHj-
sce w nowoczesnych finansach i ekonomii. Ten rodzaj analizy jest w pewnych
SU]\SDGNDFK NRPSOHPHQWDUQ\ Z]JO
GHP LVWQLHM�F\FK WHFKQLN� WDNLFK MDN DQDOL]D

NRUHODF\MQD F]\ DQDOL]D VSHNWUDOQD� Z LQQ\FK ]D� GDMH PR*OLZR�ü UR]ZL�]\Za-
QLD SUREOHPyZ� GOD NWyU\FK GRW\FKF]DVRZH PHWRG\ ]DZRG]Lá\ E�G( GDZDá\
UR]ZL�]DQLD QLHSHáne.

Analiza IDONRZD MHVW RNUH�ODQD PLDQHP DQDOL]\ czasowo-skalowej, gdzie
SRM
FLH VNDOL F]DVX ]DVW
SXMH SRM
FLH F]
VWR�FL� SU]\ F]\P QDMZL
NV]HM VNDOL

RGSRZLDGDM� QDMEDUG]LHM �UR]FL�JQL
WH� ZHUVMH IDOHN� ,VWQLHMH ZL
F RGSRZLHd-
QLR�ü SRPL
G]\ PDá� VNDO� L Z\VRN� F]
VWR�FL� MDN UyZQLH* GX*� VNDO� L QLVN�

F]
VWR�FL�� =H Z]JO
GX QD VZRM� ]GROQR�ü GR GRVWRVRZ\ZDQLD VNDOL DQDOL]D
IDONRZD XPR*OLZLD �]REDF]HQLH ]DUyZQR SRV]F]HJyOQ\FK GU]HZ MDN L FDáHJR
ODVX� L SR]ZDOD XFLHF RG ]DVDG\ QLHR]QDF]RQR�FL Heisenberga, która w tym
Z\SDGNX R]QDF]D EUDN PR*OLZR�FL SUHF\]\MQHM DQDOL]\ V\JQDáX MHGQRF]H�QLH Z
dziedziQLH F]DVX L Z G]LHG]LQLH F]
VWR�FL�

Analiza IDONRZD MHVW VWRVXQNRZR QRZ� WHFKQLN� SU]HWZDU]DQLD V\JQDáyZ�
FKRü MHM PDWHPDW\F]QH (UyGáD VL
JDM� G]LHZL
WQDVWRZLHF]Q\FK SUDF Josepha
)RXULHUD� VWDQRZL�F\FK SXQNW Z\M�FLD ZV]HONLFK DQDOL] F]
VWRWOLZR�FLRZ\FK�
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Rys. 1. Sinusoida i falka db50 (Daubechies 50).
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2NUH�OHQLH �IDOND� SRMDZLáR VL
 SR UD] SLHUZV]\ Z SUDF\ $� Haara z 1910 r2.
Natomiast koncepcja teoretyczna falki w jej obecnej formie oraz podstawy ana-
lizy IDONRZHM QDURG]Lá\ VL
 ZH )UDQFML Z ODWDFK RVLHPG]LHVL�W\FK XELHJáHJR

ZLHNX L ZL�*� VL
 SU]HGH ZV]\VWNLP ] GZRPD QD]ZLVNDPL� -� Morleta i Y. Mey-
era. Badania nad IDONDPL ]DF]
á\ PLHü FKDUDNWHU PL
G]\QDURGRZ\ Z ���� U� SR

znalezieniu algorytmu szybkiej transformaty falkowej przez S. Mallata. Od tego
PRPHQWX GDWXMH VL
 ROEU]\PLH ]DLQWHUHVRZDQLH VWRVRZDQLHP DQDOL]\ falkowej w
przetwaU]DQLX V\JQDáyZ�

W finansach i ekonomii analiza IDONRZD PR*H E\ü Z\NRU]\VWDQD GR �
– EDGDQLD ZáDVQR�FL SURFHVyZ HNRQRPLF]Q\FK RUD] ]DOH*QR�FL PL
G]\ SURFe-

VDPL Z Uy*Q\FK VNDODFK F]DVX �Z GáXJLP L NUyWNLP RNUHVLH��
– EDGDQLD ORNDOQ\FK L JOREDOQ\FK ZáDVQR�FL SURFHVyZ Z Uy*Q\FK rozdzielczo-

�FLDFK �] ZL
NV]� E�G( PQLHMV]� GRNáDGQR�FL���
– Z\NU\ZDQLD ]DáDPD� VWUXNWXUDOQ\FK� REVHUZDFML QLHW\SRZ\FK� SXQNWyZ

zwrotQ\FK� QLHFL�JáR�FL F]\ VNXSLDQLD VL
 ZDULDQFML�

– EDGDQLD VH]RQRZR�FL L GRVWRVRZ\ZDQLD VH]RQRZHJR V]HUHJyZ�
– Z\JáDG]DQLD V]HUHJyZ L Z\]QDF]DQLD WUHQGyZ�

– XVXZDQLD ]DNáyFH��
– PRGHORZDQLD G\QDPLNL SURFHVyZ QLHOLQLRZ\FK ]D SRPRF� VLHFL falkowych;
– EDGDQLD SURFHVyZ ] GáXJ� SDPL
FL��

– odkrywania fraktalnej natury procesów ekonomicznych.
: QLQLHMV]\P UHIHUDFLH ]RVWDQ� SU]HGVWDZLRQH Z ZLHONLP VNUyFLH SRM
FLD L

ZáDVQR�FL OH*�FH X SRGVWDZ DQDOL]\ IDONRZHM ]H V]F]HJyOQ\P XZ]JO
GQLHQLHP
analizy ZLHORUR]G]LHOF]HM� 3RQDGWR ]DSUH]HQWRZDQH ]RVWDQ� SU]\NáDG\ ]DVWRVo-
ZD� WHM WHFKQLNL SU]HWZDU]DQLD V\JQDáyZ GR EDGDQLD SURFHVyZ HNRQRPLF]Q\FK�

D PLDQRZLFLH GR Z\NU\ZDQLD F\NOLF]QR�FL� Z\JáDG]DQLD V]HUHJyZ L EDGDQLD
]DOH*QR�FL HNRQRPLFzQ\FK ZHGáXJ Uy*Q\FK VNDO F]DVX�

                                           
2 Haar A. (1910), Zur Theorie der Orthogonalen Funktionensysteme, Mathema-

tische Annalen, 69, 331-371.

5\V� �� 3U]\NáDG\ falek.

� �� �� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ���

��

����

��

����

�

���

�

���

�
)DOND +DDUD

� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ���

��

����

����

����

����

�

���

���

���

���

�
)DOND 0RUOHWD

� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ���

����

����

�

���

���

���

���

�
)DOND PHNV\ND�VNL NDSHOXV]

� �� �� �� �� ��� ��� ���

��

����

�

���

�

��� )DOND 0H\HUD



Joanna Bruzda 234

2. 3RGVWDZRZH�GHILQLFMH�L�ZáDVQR�FL

U podstaw analizy IDONRZHM OH*\ WUDQVIRUPDWD falkowa, która - podobnie jak
Z SU]\SDGNX DQDOL]\ IRXULHURZVNLHM � PR*H E\ü FL�JáD OXE G\VNUHWQD� 5R]ZD*-
P\ IXQNFM
 U]HF]\ZLVW� )(⋅ψ R ZáDVQR�FLDFK

.1)(

,0)(

2 =

=

∫
∫

∞

∞−

∞

∞−

duu

duu

ψ

ψ
(1)

)XQNFM
 WDN� E
G]LHP\ QD]\ZDOL IDON� SRGVWDZRZ�� &L�Já� WUDQVIRUPDW� falko-
Z� �&:7 ± Continous Wavelet Transform) funkcji )(⋅x  nazywamy

∫
∞

∞−
= duuxutW t )()(),( ,λψλ ,   gdzie   





 −=

λ
ψ

λ
ψ λ

tu
ut

1
)(, ,  0>λ .

: Z\QLNX FL�JáHM WUDQVIRUPDFML IDONRZHM RWU]\PXMHP\ ZL
F ]ELyU ZVSyáF]\n-
ników transformaty IDONRZHM� ]DOH*Q\FK RG VNDOL λ  i czasu t. Zbiór ten stanowi
UyZQRZD*Q� UHSUH]HQWDFM
 IXQNFML )(⋅x .

1LHFK GDQ\ E
G]LH ZHNWRU GDQ\FK SRVWDFL ),,,( 110 ′= −Nxxxx � GáXJR�FL
nN 2= . Dla 1,,1,0 −= nj �  oraz 12,,1,0 −= jk � GHILQLXMHP\ G\VNUHWQ�

WUDQVIRUPDW
 IDONRZ� �':7 ± Discrete Wavelet Transform) wektora x jako

∑ −

=





=

1

0 ,,
N

n kjnkj N

n
xW ψ , (2)

gdzie )(, ⋅kjψ V� SU]HVNDORZDQ\PL L SU]HVXQL
W\PL ZHUVMDPL falki podstawowej:

( )ktt jj
kj −= −− 22)( 2/
, ψψ . (3)

Dla pewnych rodzajów falki podstawowej (np. dla falki Haara czy falek wpro-
wadzonych przez I. 'DXEDFKLHV ± SDWU] U\VXQNL SRZ\*HM� XNáDG ��� VWDQRZL
ED]
 RUWRQRUPDOQ�� ':7 RSHUXMH QD VNDODFK� NWyUH V� SRW
JDPL GZyMNL ± V� WR

tzw. skale diadyczne. 'LDG\F]QH V� WDN*H SU]HVXQL
FLD SRVWDFL jk 2⋅ � &KRü

':7 PR*H E\ü GHILQLRZDQD EH] RGZRá\ZDQLD VL
 GR &:7� E
G]LHP\ M� WUDk-
WRZDü MDNR G\VNUHW\]DFM
 FL�JáHM WUDQVIRUPDW\ IDONRZHM� RWU]\PDQ� Z Z\QLNX
krytycznego próbkowania CWT. Próbkowanie to jest krytyczne w tym sensie,
*H GDMH PLQLPDOQ� OLF]E
 ZVSyáF]\QQLNyZ WUDQVIRUPDW\ falkowej, przechowuj�-
F\FK FDá� LQIRUPDFM
 QD WHPDW Z\M�FLRZHJR V\JQDáX�

= G\VNUHWQ� WUDQVIRUPDW� IDONRZ� ]ZL�]DQD MHVW �FL�OH DQDOL]D wieloroz-
dzielcza (multiresolution analysis), wprowadzona przez 0DOODWD Z NR�FX ODW ���
W\FK� $QDOL]D WD SROHJD QD ZLHORSR]LRPRZHM UHSUH]HQWDFML V\JQDáX� JG]LH QD

ND*G\P SR]LRPLH V\JQDá MHVW SU]HGVWDZLDQ\ Z SRVWDFL VXP\ UHSUH]HQWDFML
V]F]HJyáRZHM L ]JUXEQHM� D QD ND*G\P SR]LRPLH QDVW
SXM�F\P UHSUH]HQWDFMD

zgrubna z poziomu poprzedniego zostaje znów przedstawiona jako suma repre-
]HQWDFML V]F]HJyáRZHM L ]JUXEQHM� : WHQ VSRVyE ND*GD IXQNFMD FDáNRZDOQD ]
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NZDGUDWHP PR*H ]RVWDü SU]HGVWDZLRQD ] GRZROQ� GRNáDGQR�FL� ]D SRPRF�
FL�JX V]F]HJyáyZ� D MH�OL OLF]ED SR]LRPyZ UHSUH]HQWDFML �UR]G]LHOF]R�ü� G�*\ GR
QLHVNR�F]oQR�FL� WR Eá�G DSURNV\PDFML V\JQDáX G�*\ GR ]HUD�

Podstawowym elementem analizy ZLHORUR]G]LHOF]HM MHVW FL�J GRPNQL
W\FK
przestrzeni funkcyjnych kolejnych aproksymacji:

�� 1012 −⊂⊂⊂⊂ VVVV . (4)
3RQLHZD* SU]HVWU]HQLH SRZ\*V]H V� ZVW
SXM�FH� ND*GD ] QLFK Z\UD*D VL
 VXP�
SURVW�

jjj WVV ⊕=−1 , (5)

gdzie jW MHVW GRSHáQLHQLHP jV  w 1−jV L UHSUH]HQWXMH V]F]HJyá\ V\JQDáX Zy-

VW
SXM�FH QD SR]LRPLH VNDOL j2 � DOH NWyUH QLH Z\VW
SXM� MX* SU]\ PQLHM GRNáDd-
Q\FK VNDODFK� 2 FL�JX SU]HVWU]HQL jV ]DNáDGD VL
 GRGDWNRZR� *H MHVW samopo-

dobny, tj.

0)2()( VtfVtf j
j ∈⇔∈  (6)

oraz QLH]PLHQQLF]\ Z]JO
GHP SU]HVXQL
ü SRVWDFL jk 2⋅ � )�GDP\ WDN*H LVWQLe-
nia funkcji 0V∈ϕ WDNLHM� *H IXQNFMH };{ , Z∈nnjϕ VWDQRZL� ED]
 RUWRQRUPDOQ�

w przestrzeni jV , gdzie )2(2 2/
, ntjj
nj −= −− ϕϕ . Funkcja ϕ QRVL QD]Z
 IXQk-

FML VNDOXM�FHM �father wavelet, scaling function�� :yZF]DV SRV]XNXM�F ED]\

ortonormalnej w przestrzeni 0W � QDOH*\ ]GHILQLRZDü

∑ −=
k

k ktgt )2(2)( ϕψ . (7)

=DFKRG]L WDN*H

∑ −=
k

k ktht )2(2)( ϕϕ . (8)

5yZQDQLD ��� L ��� QRV]� QD]Z
 UyZQD� VNDOXM�F\FK� 'HILQLXM� RQH FL�JL }{ kg i

}{ kh � E
G�FH RGSRZLHG]LDPL LPSXOVRZ\PL GZyFK ILOWUyZ� GROQR� L górnoprze-
SXVWRZHJR� ]ZDQ\FK VSU]
*RQ\PL ILOWUDPL OXVWU]DQ\PL� )LOWU\ WH� ]DVWRVRZDQH

GR Z\M�FLRZHJR V\JQDáX E�G( MHJR ]JUXEQHM UHSUH]HQWDFML QD GDQ\P SR]LRPLH
UR]G]LHOF]R�FL� SR]ZDODM� GRNRQDü GHNRPSR]\FML V\JQDáX QD UHSUH]HQWDFM

]JUXEQ� �ILOWU GROQRSU]HSXVWRZ\� L V]F]HJyáRZ� �ILOWU JyUQRSU]HSXVWRZ\�� -H�OL
przez operatory G i H R]QDF]\P\ WUDQVPLWDQFMH VSU]
*RQ\FK ILOWUyZ OXVWU]a-

nych, IDONRZD GHNRPSR]\FMD V\JQDáX x� VNáDGDM�FHJR VL
 ] n2  elementów, ma
SRVWDü

],,,,,,[ 12 xHxGHxGHxGHGHxGxW nnn−= � . (9)

2]QDF]DM�F UHSUH]HQWDFMH ]JUXEQH �approximation) przez HxA =1 , xHA 2
2 =

LWG�� ]D� UHSUH]HQWDFMH V]F]HJyáRZH �detail) przez GxD =1 , GHxD =2 ,



Joanna Bruzda 236

xGHD 2
3 = LWG�� GHNRPSR]\FM
 IDONRZ� PR*QD SU]HGVWDZLü SRQL*V]\P VFKe-

matem.

X

A 1 D1

A 2

A3

D2

D3

3213

212

11

DDDA

DDA

DAx

+++=
=++=

=+=

Rys. 3. Analiza wielorozdzielcza.

Analiza ZLHORUR]G]LHOF]D SR]ZDOD ZL
F SU]HGVWDZLü V\JQDá MDNR FL�J GHWDOL RG
QDMGUREQLHMV]HJR GR QDMEDUG]LHM ]JUXEQHJR� 1DOH*\ GRGDü� *H FL�J GHWDOL ���

SU]HGVWDZLRQ\ Z RGZURWQHM NROHMQR�FL GDMH G\sNUHWQ� WUDQVIRUPDW
 IDONRZ� ����
-HGQ\P ] EDUG]LHM X*\WHF]Q\FK QDU]
G]L DQDOL]\ falkowej jest skalogram,

E
G�F\ RGSRZLHGQLNLHP SHULRGRJUDPX� (QHUJL� G\VNUHWQHM WUDQVIRUPDW\ falko-
wej na poziomie j ( )1,,1,0 −= nj � nazywaP\ ZLHONR�ü

∑
−

=
=

12

0

2
,)(

j

k kjWjE . (10)

Skalogramem nazywamy wektor energii postaci

))1(,),1(),0(,( 2 −nEEEAn � . (11)

-H�OL SU]H]
2⋅ R]QDF]\P\ QRUP
 ZHNWRUD Z SU]HVWU]HQL 2L  , tj.

∑ =
=

n

i ivv
1

22
,   gdzie   ),,( 1 nvvv �= ,

VNDORJUDP PR*QD ]DSLVDü Z SRVWDFL UyZQRZD*QHM Mako






 − 2222212

,,,,, GxGHxxGHxGHxH nn
� . (12)

-H�OL Z VNDORJUDPLH Z\VW
SXMH HNVWUHPDOQD ZDUWR�ü QD Z\VRNLP SR]LRPLH j,
�ZLDGF]\ WR R REHFQR�FL ZDKD� RNUHVRZ\FK R Z\VRNLHM F]
VWR�FL� MH�OL ]D� QD
QLVNLP ± ZDKDQLD RNUHVRZH PDM� PLHMVFH GOD QLVNLFK F]
VWR�FL�

3. 3U]\NáDG\�]DVWRVRZD��Z�HNRQRPLL

Jak wspomniano we Wprowadzeniu, analiza falkowa ma zastosowanie
ZV]
G]LH WDP� JG]LH WUDG\F\MQLH VWRVRZDQR DQDOL]
 IRXULHURZVN�� DOH WDN*H Z

EDGDQLDFK� Z NWyU\FK ]Z\NáD DQDOL]D VSHNWUDOQD QLH ]GDMH HJ]DPLQX� : V]F]e-
JyOQR�FL IDONL SR]ZDODM� OHSLHM DQDOL]RZDü SURFHV\ ]DZLHUDM�FH WUHQG\ GHWHUPi-
QLVW\F]QH L VWRFKDVW\F]QH� VH]RQRZR�ü ]PLHQQ�� ]DáDPDQLD VWUXNWXUDOQH F]\
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obserwacje nietypowe. Jak wiadomo, wiele procesów ekonomicznych – np.
DNW\ZQR�ü JRVSRGDUF]D ] F\NODPL NRQLXQNWXU\ ± FKDUDNWHU\]XMH VL
 ZDKDQLDPL
QLH�FL�OH SHULRG\F]Q\PL� GRGDWNRZR SURFHV\ HNRQRPLF]QH Z\ND]XM� WUHQG\ L

]PLHQQR�ü VWUXNWXU\� :V]\VWNR WR VSUDZLD� *H DQDOL]D falkowa ma potencjalnie
GX*� X*yWHF]QR�ü Z DQDOL]DFK HNRQRPHWU\F]Q\FK�

'ZLH ZáDVQR�FL IDOHN ]GDM� VL
 E\ü V]F]HJyOQLH X*\WHF]QH Z HNRQRPHWULL�
�L� SRQLHZD* QDMZL
NV]D VNDOD UHSUH]HQWDFML ]DZLHUD VNáDGQLNL QLHVWDFMRQDUQH�

V]HUHJL QLH PXV]� E\ü Uy*QLFRZDQH F]\ Z LQQ\ VSRVyE SR]EDZLDQH WUHQGX� �LL�
nieparametryczna natura IDOHN SR]ZDOD DQDOL]RZDü WDN*H SURFHV\ QLHOLQLRZH
bez utraty informacji. Inna zaleta analizy IDONRZHM ZL�*H VL
 ] W\P� *H SURFHV

GHF\]\MQ\ Z HNRQRPLL MHVW �FL�OH ]DOH*Q\ RG KRU\]RQWX F]DVRZHJR GHF\]ML� :
V]F]HJyOQR�FL Z QDXNDFK HNRQRPLF]Q\FK SRGNUH�OD VL
 ZDJ
 UR]Uy*QLHQLD So-
PL
G]\ GáXJLP L NUyWNLP RNUHVHP� -DN ]DXZD*DM� Ramsey i Lampart (1998),
klasycy ekonomii (np. J. +LFNV� ZLG]LHOL SRWU]HE
 Z\RGU
EQLHQLD ZL
NV]HM OLFz-
E\ RNUHVyZ F]DVX� D W\ONR Z]JO
G\ SHGDJRJLF]QH ]DGHF\GRZDá\ R SRSXODU\]DFML

SURVWHM G\FKRWRPLL GáXJLHJR L NUyWNLHJR RNUHVX� 0R*OLZR�FL Z\RGU
EQLHQLD
ZL
NV]HM OLF]E\ RNUHVyZ �VNDO� GRVWDUF]D DQDOL]D ZLHORUR]G]LHOF]D� G]L
NL NWyUHM
UHSUH]HQWDFMH V]F]HJyáRZH� RGSRZLDGDM�FH Uy*Q\P VNDORP� PRJ� E\ü DQDOL]o-
wane osobno i porównywane z reprezentacjami innych procesów.

Zastosowanie analizy falkowej w finansach i ekonomii zostanie zilustrowa-
QH GZRPD SU]\NáDGDPL HPSLU\F]Q\PL GRW\F]�F\PL GHNRPSR]\FML SURFHVyZ
HNRQRPLF]Q\FK L EDGDQLD ]DOH*QR�FL SU]\F]\QRZ\FK ZHGáXJ Uy*Q\FK VNDO F]a-
VX� : SLHUZV]\P SU]\NáDG]LH DQDOL]LH SRGGDQR QRWRZDQLD LQGHNVX :,*�� Z
okresie 17.05.1999 – 20.06.2003 (1024 obserwacje dzienne) wraz z odpowied-
QLPL QRWRZDQLDPL V\QWHW\F]QHJR SDSLHUX ):��� 'UyGáHP ELH*�F\FK GDQ\FK GOD

SDSLHUX V\QWHW\F]QHJR ):�� V� QRWRZDQLD NRQWUDNWX WHUPLQRZHJR ):��;; R
QDMZL
NV]HM OLF]ELH RWZDUW\FK SR]\FML� &HOHP DQDOL]\ E\áR XVWDOHQLH ]ZL�]NyZ
RSy(QLH� L Z\SU]HG]H� SRPL
G]\ QRWRZDQLDPL QD U\QNX spot i rynku kontrak-
tów terminowych oraz uzyskanie odpowiedzi na pytanie: Na którym rynku two-
U]\ VL
 FHQD" : SU]\NáDG]LH GUXJLP SRVáX*RQR VL
 NUyWNLPL V]HUHJDPL F]DVo-
Z\PL ��� REVHUZDFMH PLHVL
F]QH� ZVND(QLND LQIODFML ED]RZHM L SU]\URVWyZ
SRGD*\ SLHQL�G]D 0� ] RNUHVX VW\F]H� ���� ± NZLHFLH� ����3� 7XWDM UyZQLH*
SRGM
WR SUyE
 RGSRZLHG]L QD S\WDQLH R FKDUDNWHU ]DOH*QR�FL SU]\F]\QRZHM zde-
NRPSRQRZDQHM ZHGáXJ VNDO F]DVX�

:VW
SQH EDGDQLH SURFHVyZ Z\ND]DáR� *H :,*�� L ):�� V� ]LQWHJURZDQH
U]
GX � RUD]� *H PD PLHMVFH PL
G]\ QLPL ]DOH*QR�ü GáXJRRNUHVRZD R FKDUDNWe-
rze kointegracyjnym4� 1DWRPLDVW GRVWRVRZDQH VH]RQRZR ZVND(QLN LQIODFML RUD]

SU]\URVW\ SRGD*\ SLHQL�G]D RND]Dá\ VL
 SURFHVDPL VWDFMRQDUQ\PL� : GDOV]\FK

badaniach wykorzystano szeregi niedostosowane sezonowo. W Tabeli 1 za-

                                           
3 'DQH ]DF]HUSQL
WR ]H VWURQ LQWHUQHWRZ\FK� http://www.nbp.pl i

http://bossa.pl/notowania/daneatech/omegasupercharts.
4 6WDW\VW\ND �ODGX Z WH�FLH -RKDQVHQD ZVND]DáD Z\VW
SRZDQLH ZHNWRUD kointegra-

cyjneJR QD SR]LRPLH LVWRWQR�FL α = 1%.
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warto wyniki estymacji modelu VEC (Vector Error Correction) dla WIG20 i
):��� =JRGQLH ] WHRUL� *UDQJHUD REHFQR�ü NRLQWHJUDFML �ZLDGF]\ R Z\VW
So-
ZDQLX ]DOH*QR�FL SU]\F]\QRZHM SU]\QDMPQLHM Z MHGQ\P NLHUXQNX� .LHUXQHN WHM

]DOH*QR�FL MHVW WX MHGQDN WUXGQ\ GR RNUH�OHQLD� JG\* ZL
NV]R�ü SDUDPHWUyZ
PRGHOX 9(& QDOH*\ X]QDü ]D QLHLVWRWQH�

Tabela 1. Wyniki estymacji modelu VEC dla FW20 i WIG20.

Równanie NRLQWHJUXM�FH

09476,24920200382,120
)02710,0(

=+−
±

WIGFW

Model VEC
D(FW20) D(WIG20)

.RUHNWD Eá
GHP

)01959,0(
019156,0

±
−

)01917,0(
020774,0

±

D(FW20(-1))
)07519,0(

101135,0
±

−
)07357,0(

013362,0
±

−

D(WIG20(-1))
)07729,0(

081826,0
± )07562,0(

003324,0
±

−

Const
)88481,0(

272333,0
±

−
)86572,0(

228742,0
±

−

R2 0,0031 0,0016
'UyGáR� RSUDFRZDQLH ZáDVQH

:�WSOLZR�FL QLH UR]ZLDá UyZQLH* WHVW SU]\F]\QRZR�FL Z VHQVLH *UDQJHUD
GOD SDU\ :,*�� L ):��� ZVND]XM�F\ EUDN ]DOH*QR�FL SU]\F]\QRZ\FK Z REX

NLHUXQNDFK SU]\ OLF]ELH RSy(QLH� Z\QRV]�FHM �5� 'ODWHJR Z GDOV]HM NROHMQR�FL
GRNRQDQR GHNRPSR]\FML SURFHVyZ ZHGáXJ VNDO F]DVX SU]\ SU]\M
FLX ��
SR]LRPRZHM UHSUH]HQWDFML SURFHVyZ �SU]\ PDNV\PDOQHM PR*OLZHM Z W\P SU]y-
padku równej 101024log2 ==n ). Rezultat zastosowania 6-poziomowej anali-
zy ZLHORUR]G]LHOF]HM GOD SURFHVX :,*�� ]LOXVWURZDQR QD 5\VXQNX �� ]D� Z\Qi-
NL WHVWyZ SU]\F]\QRZR�FL SRPL
G]\ UHSUH]HQWDFMDPL ]JUXEQ\PL �$�� L V]F]e-
JyáRZ\PL �'� ± '�� GOD SDU SURFHVyZ E
G�F\FK HIHNWHP GHNRPSR]\FML ZHGáXJ
VNDO F]DVX ]DZLHUD 7DEHOD �� 7HVW\ *UDQJHUD U]XFDM� ZL
FHM �ZLDWáD QD FKDUDNWHU
]DOH*QR�FL SU]\F]\QRZHM GOD EDGDQHM SDU\ SURFHVyZ� 2ND]XMH VL
� *H GOD ZDKD�

R GáXJLFK RNUHVDFK �SRZ\*HM 3225 = REVHUZDFML� ]DOH*QR�ü SU]\F]\QRZD PD

FKDUDNWHU GZXNLHUXQNRZ\� ]D� GOD ZDKD� NUyWNRRNUHVRZ\FK �SLHUZV]\ L GUXJL
SR]LRP GHWDOX� FHQ\ WHUPLQRZH Z\SU]HG]DM� FHQ\ VSRW� =DOH*QR�ü SU]\F]\QRZD
L WUDQVPLVMD LQIRUPDFML Z NUyWNLP RNUHVLH PD ZL
F PLHMVFH Z NLHUXQNX RG U\QNX
WHUPLQRZHJR GR U\QNX WUDQVDNFML U]HF]\ZLVW\FK� :\NUHV\ QD 5\VXQNX � GDM�

                                           
5 = SRZRGX QLHVWDFMRQDUQR�FL SURFHVyZ ZQLRVNRZDQLH Z WH�FLH *UDQJHUD PD FKa-

UDNWHU SU]\EOL*RQ\� :\QLNyZ WHVWX QLH SU]\WDF]D VL
 ]H Z]JO
GX QD RV]F]
GQR�ü PLHj-
sca.
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GRGDWNRZR PR*OLZR�ü REVHUZRZDQLD QRWRZD� :,*�� QD Uy*Q\FK SR]LRPDFK
UR]G]LHOF]R�ü �$��$��� JG]LH SR]LRP QDMZ\*V]\ GDMH QDMOHSV]H Z\JáDG]HQLH
V]HUHJX� :\NUHV ZVSyáF]\QQLNyZ FL�JáHM WUDQVIRUPDW\ falkowej pozwala nato-
PLDVW Z\FL�JDü ZQLRVNL QD WHPDW fraktalnej natury procesu.

Rys. 4. Analiza ZLHORUR]G]LHOF]D GOD :,*��� 6NDOH � ± � Z SU]\EOL*HQLX RGSRZLDGDM�

oscylacjom o okresach 2-4, 4-8, 8-16, 16-32, 32-64, 64-128.

Tabela 2� :\QLNL WHVWyZ SU]\F]\QRZR�FL GOD zdekomponowanych procesów WIG20
i FW20.

Hipoteza zerowa Statystyka F Poziom istotno�FL

$��):�� QLH MHVW SU]\F]\Q� $��:,*�� 77,3345 0,0000
$��):�� MHVW SU]\F]\Q� $��:,*�� 84,4470 0,0000

'��):�� QLH MHVW SU]\F]\Q� '��:,*�� 57,4774 0,0000
'��):�� MHVW SU]\F]\Q� '��:,*�� 12,2121 0,0000

'��):�� QLH MHVW SU]\F]\Q� '��:,*�� 18,3393 0,0000
'��):�� MHVW SU]\F]\Q� '��:,*�� 7,8326 0,0004

'��):�� QLH MHVW SU]\F]\Q� '��:,*�� 0,4063 0,6662
'��):�� MHVW SU]\F]\Q� '��:,*�� 1,1093 0,3302

'��):�� QLH MHVW SU]\F]\Q� '��:,*�� 2,2758 0,1032
'��):�� MHVW SU]\F]\Q� '��:,*�� 6,6236 0,0014

'��):�� QLH MHVW SU]\F]\Q� '��:,*�� 3,5203 0,0300
'��):�� MHVW SU]\F]\Q� '��:,*�� 0,7229 0,4910

'��):�� QLH MHVW SU]\F]\Q� '��:,*�� 2,9525 0,0527
'��):�� MHVW SU]\F]\Q� '��:,*�� 2,2721 0,1036

/LF]E
 RSy(QLH� Z UyZQDQLDFK WHVWRZ\FK XVWDORQR DUELWUDOQLH MDNR UyZQ� ��

'UyGáR� RSUDFRZDQLH ZáDVQH

: SU]\NáDG]LH GUXJLP SU]HSURZDG]RQR ��SR]LRPRZ� DQDOL]
 wieloroz-
G]LHOF]� SU]\ PDNV\PDOQ\P SR]LRPLH UR]G]LHOF]R�FL 664log2 ==n . Wynik
GHNRPSR]\FML SU]HGVWDZLD 5\VXQHN �� QD NWyU\P PR*QD ]DXZD*\ü� *H Z SU]y-
SDGNX REX V]HUHJyZ ZDKDQLD SHULRG\F]QH ]RVWDá\ Z ZL
NV]R�FL SU]HFKZ\FRQH
SU]H] UHSUH]HQWDFM
 V]F]HJyáRZD QD SR]LRPLH WU]HFLP �'��� NWyUHM RGSRZLDGDM�
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ZDKDQLD R RNUHVLH ����� D ZL
F UyZQLH* ZDKDQLD VH]RQRZH� �ZLDGF]\ WR R Ve-
]RQRZ\P FKDUDNWHU]H LQIODFML L SU]\URVWyZ SRGD*\ SLHQL�G]D� 'OD SDU\ LQIODFMD

– ∆0� SU]HSURZDG]RQD ]RVWDáD DQDOL]D SU]\F]\QRZR�FL ZHGáXJ VNDO F]DVX Z

VSRVyE LGHQW\F]Q\ MDN Z SRSU]HGQLP SU]\NáDG]LH� =H Z]JO
GX QD RV]F]
GQR�ü
PLHMVFD ZQLRVNL ] WHM DQDOL]\ MDN UyZQLH* ZQLRVNL SRGVXPRZXM�FH UR]ZD*DQLD
Z QLQLHMV]\P UHIHUDFLH ]RVWDQ� ]DSUH]HQWoZDQH SRGF]DV Z\VW�SLHQLD�

Rys. 5. Analiza ZLHORUR]G]LHOF]D GOD ZVND(QLND LQIODFML L SU]\URVWyZ 0�� 6NDOH � ± � Z

SU]\EOL*HQLX RGSRZLDGDM� RVF\ODFMRP R RNUHVDFK ���� ���� ����� ������
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