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Predyktory procesów niestacjonarnych
regularnych ARIMA

1. Ogólny niestacjonarny proces regularny

: DUW\NXOH SU]HGVWDZLRQR SRUyZQDQLH ZáDVQR�FL VWRFKDVW\F]Q\FK QLHVWa-
cjonarnych procesów regularnych ARIMA(p,k,q) i jego predyktorów za pomo-
F� FKDUDNWHU\VW\N F]
VWR�FLRZ\FK� IXQNFML SU]\URVWX L IXQNFML N�WD ID]RZHJR�

Ogólnym PRGHOHP JHQHUXM�F\P regularne procesy stacjonarne tX
MHVW UyZQDQLH Uy*QLFRZH�
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tt )U(CX)U(B ε⋅=⋅ ,                                         (1.2)

gdzie:
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− β δ
V V
�  � ,

U – operator SU]HVXQL
cia wstecz (cofania),

stt
s XXU −=⋅ ,                                                  (1.4)

)U(C – operator �UHGQLHM UXFKRPHM U]
GX T�

q
q

2
21 U...UU1)U(C ⋅γ++⋅γ+⋅γ+= . (1.5)

Proces SRVWDFL ����� QRVL QD]Z
 SURFHVX ARMA(p,q). Proces ten jest
VWDFMRQDUQ\� MH*eli wszystkie pierwiastki równania 0)U(B = OH*� QD ]HZQ�WU]

RNU
JX MHGQRVWNRZHJR L MHVW RGZUDFDOQ\� MH*HOL SLHUZLDVWNL UyZQDQLD 0)U(C =
OH*� Z REV]DU]H 1U > .

Procesy niestacjonarne ewolucyjnePR*QD SU]HGVWDZLü ]D SRPRF� uogól-

nionego operatora autoregresji )U(B*
WDNLHJR� *H k pierwiastków równania

0)U(B* = MHVW UyZQ\FK MHGQR�FL� D SR]RVWDáH OH*� SR]D RNU
JLHP MHGQRVt-
kowym.

)U(B)U(B k* ⋅∆= ,                                       (1.6)
gdzie:

)U(B*  – QLHVWDFMRQDUQ\�RSHUDWRU�DXWRUHJUHVML�U]
GX��p + k,
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+ ⋅β−−β−⋅β−= ,                                (1.7)

∆ ±�RSHUDWRU�Uy*QLF\1,

( ) t1ttt XU1XXX ⋅−=−=⋅∆ − ,                                  (1.8)

( ) t
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t
1n

t
n XU1XXX ⋅−=⋅∆−⋅∆=⋅∆ −

−− .                        (1.9)

Ogólny niestacjonarny proces regularny, zwany uogólnionym procesem mi-
HV]DQ\P DXWRUHJUHVML L �UHGQLHM UXFKRPHM $5,0$ U]
GX �p�N�T�� MHVW QDVW
Su-
M�F\�

qtq1t1tkpt
*

kp1t
*
1t ...X...XX −−−−+− ε⋅γ++ε⋅γ+ε=⋅β−−⋅β− ,       (1.10)

tt
k

t
* )U(CX)U(BX)U(B ε⋅=⋅∆⋅=⋅ ,                                 (1.11)

                                                     
1
2SHUDWRU\ Uy*QLF\ ∆ L FRIDQLD 8 V� OLQLRZH� á�F]\ MH ]DOH*QR�ü� ∆ = 1 – U.
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tt
* X)U( ε=⋅Π ,  (1.12)

gdzie:

)U(*Π  - QLHVWDFMRQDUQ\ RSHUDWRU DXWRUHJUHVML U]
GX QLHVNR�F]RQHJR�

...UU1)U( 2*
2

*
1

* −⋅π−⋅π−=Π     (1.13)
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 =Π                                                  (1.14)

-H*eli wszystkie miejsca zerowe wielomianu 0)U(C = OH*� QD ]HZQ�WU] Rk-

U
JX MHGQRVWNRZHJR� WR RSHUDWRU )U(*Π VSHáQLD ZDUXQHN�

)U(B)U()U(C ** =Π⋅ .                                            (1.15)            
Model ARIMA(p,k,q) generuje takie procesy, których tak − Uy*QLFD MHVW

stacjonarnym procesem regularnym.

2. Predyktor procesu ARIMA(p,k,q)

Zgodnie z (1.12) proces ARIMA(S�N�T� PR*QD SU]HGVWDZLü�

t2t
*
21t

*
1t ...XXX ε++⋅π+⋅π= −− .                                       (2.1)

3RGVWDZLDM�F ]D ZVND(QLN hts += � RWU]\PD VL
 UyZQDQLH� NWyUH MHVW SRGVWDZ�

budowy predyktora procesu dla wyprzedzenia K� ��K�  ���������+ :

ht2ht21ht1h+t + ... + X + X = X +−+
∗

−+
∗ ε⋅π⋅π .                                 (2.2)

Najlepszy �UHGQLRNZDGUDWRZ\ predyktor VNáDGRZHM UHJXODUQHM dla
wyprzedzenia K RNUH�ORQ\ MHVW wzorem2:

ht2ht21ht1ht  + ... + X + X = X +

∧

−+

∧
∗
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∧
∗

+

∧
ε⋅π⋅π ,                                  (2.3)

gdzie:

                                                     
2 Por. Zadora (1980), rozdz. 5.
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%á�G predyktora ��htδ RNUH�OD UyZQDQLH�

( ) ( )hxxh thtt

∧

+ −=δ ,             (2.5)

gdzie:

htx +    -  warto�ü rzeczywista szeregu czasowego w okresie prognozowanym;

)h(x t

∧
 -  prognoza wykonana w momencie  t z wyprzedzeniem h;

K      -  wyprzedzenie szeregu czasowego (horyzont predykcji), K  = 1, 2, … , H.
%á�G SUHG\NWRUD ����� PR*QD UyZQLH* ]DSLVDü�

��������� htt1ht2t1t 12h1hh +
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−
∗∗ ε+δ⋅π+−δ⋅π+−δ⋅π=δ                (2.6)
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( ) htt
1h

1h1 hUU1 +
−∗

−
∗ ε=δ⋅π−−π− ����� ,                                  (2.8)

( ) �����  hUU tht
1h

1h10 δ=ε⋅ϕ++ϕ+ϕ +
−

− ,                                (2.9)

czyli
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:VSyáF]\QQLNL ϕ
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VSHáQLDM� UyZQDQLH Uy*QLFRZH�
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∗∗ ϕ⋅π++ϕ⋅π+ϕ⋅π=ϕ 0w2w21w1w                                 (2.11)

w = 1, 2, ... , K -1
 ϕ

�
�∗ = .

�UHGQLRNZDGUDWRZ\�Eá�G�SUHG\NWRUD�VNáDGRZHM�UHJXODUQHM�MHVW�UyZQ\�
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ε ϕ++ϕ+ϕ+σ=δ .                         (2.12)

2JyOQD SRVWDü predyktora procesu ARIMA(S�N�T� MHVW QDVW
SXM�FD�

∑∑∑ ∑
=

−+−+

−+

=

−+

=
+

1-q

0

q

1=r

*
r-h

*
1

1 1

*
s-h

*
h f + f  + f = ˆ

s
stsrrtrs

kp

r

rkp

s
tht XXx εγβ ,                  (2.13)

gdzie parametry I
L


ZL�*H ] SDUDPHWUDPL β

V

  równanie:

                                          

k.+p > i  dla   0 =                                                 

0, = f   1, = f                                                

... 2, 1, = i                                                  

f + ... + f + f = f
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i2i21i1i

β

βββ −= �

                       (2.14)

%á�G predyktora procesu ARIMA(p,k,q) jest równy
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3. Spektralna prezentacja procesu ARIMA(p,k,q)

-H*HOL proces stochastyczny ;
W
E
G]LH VL
 WUDNWRZDü MDNR Z\M�FLH ILOWUX

liniowego z operatorem / � QD ZHM�FLX NWyUHJR MHVW ELDá\ V]XP ε
W
 :

tt LX ε⋅= ,                                                         (3.1)

to SURFHV VWRFKDVW\F]Q\ E
G]LH PLHü QDVW
SXM�F� SUH]HQWDFM
 VSHNWUDOQ��

, dZ eH  =  X ti
t ���� ω⋅ω ε

π

π−

⋅ω⋅∫                                           (3.2)

                      t = 0, ± 1, …
gdzie:

)(H ω  -  IXQNFMD F]
VWR�FL UHDNFML ]ZDQD WUDQVPLWDQFM� OXE IXQNFM�  trans-
IHURZ�,

��ωε

π

π−

⋅ω⋅∫ dZe ti
����SRVWDü�]HVSRORQD� tε .

Sumacyjne filtry liniowe niezmienne w czasie3 PDM� ZáDVQR�ü� *H ND*dy
VWDFMRQDUQ\ SURFHV ZHM�FLRZ\ SU]HNV]WDáFDM� Z VWDFMRQDUQ\ SURFHV Z\M�FLRZ\�

)XQNFM
 WUDQVIHURZ� Z\JRGQLH MHVW SU]HGVWDZLü Z SRVWDFL ]HVSRORQHM�

)(ie)G( = )H( ωφ⋅⋅−⋅ωω ,                                                (3.3)
gdzie:

[ ] [ ]22 )H( )H(  = |)H(| = )G( ω+ωωω ,P5H ,                                (3.4)

moduá )(H ω E
G�F\ FKDUDNWHU\VW\N� DPSOLWXGRZ�� ]ZDQ\ MHVW IXQNFM� SU]y-
rostu;

,
) H(Re

) H(Im
  tanarc)(Harg)(

ω
ω=ω=ωφ                                    (3.5)

                                                     
3 Sumacyjne filtry liniowe niezmienne w czasie to filtry postaci:< /; K ;

W W V

V �S

T

W � V
= = ∑ ,

 t = 0, ±1, …; p,q >0; h
V

- rzeczywiste; K
V

�

V S

T

= −
∑ < ∞ � NWyUH PDM� ZáDVQR�ü OLQLRZR�FL�

/� ; ; /; /;
�W �W �W �W

α β α β+ = +�  i QLH]PLHQQLF]R�FL Z F]DVLH� WM� MH*HOL /⋅X t = Y t , wtedy

L⋅X rt+ = Y rt+ GOD ND*GHM OLF]E\ U� 3RU� 7DODJD� =LHOL�VNL ������� § 1.5.
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argument )(H ω E
G�F\ FKDUDNWHU\VW\N� ID]RZ�� ]ZDQ\ MHVW IXQNFM� N�WD

fazowego.
3RGVWDZLDM�F ����� GR ����� RWU]\PD VL
�

[ ] )(dZe )G( = X )(ti
t ω⋅ω ε

π

π−

ϖφ−⋅ω⋅∫ .                                         (3.6)

:\UD*HQLH (3.6) wskazuje� *H RGSRZLHG]L� SURFHVX ZHM�FLRZHJR R F]
VWR�FL ω
MHVW Z\M�FLH R WHM VDPHM F]
VWR�FL� OHF] ]ZD*RQH Z DPSOLWXG]LH SU]H] F]\QQLN

)(G ω RUD] SU]HVXQL
WH Z ID]LH R ZLHONR�ü )(ωφ , czyli filtracja stacjonarnych

SURFHVyZ VWRFKDVW\F]Q\FK PRG\ILNXMH DPSOLWXG
� VNáDGRZ\FK� KDUPRQLFz-
Q\FK�SURFHVX�RUD]�SRZRGXMH�SU]HVXQL
FLH�ID]RZH�W\FK�VNáDGRZ\FK�
8ZD*D VL
� *H ILOWU MHVW NRPSOHWQLH VSUHF\]RZDQ\� MH*HOL ]QDQH V� IXQNFMD SU]y-
URVWX L IXQNFMD N�WD ID]RZHJR�

Parametr

0       ,
)(

 = )( ≠ω
ω
ωφωτ                                               (3.7)

mierzy SU]HVXQL
FLH fazy w jednostce czasu i zwany jest IXQNFM� SU]HVXQL
FLD

czasu� )LOWU / SU]HVXZD SLHUZRWQ\ F]DV KDUPRQLNL Z F]
VWR�FL ω  o  ��ωτ  jed-
nostek czasu.

Proces ARIMA(S�N�T� PR*QD WUDNWRZDü MDNR Z\M�FLH tX  filtru lin-

iowego z operatorem )U(*Π � QD ZHM�FLX NWyUHJR MHVW ELDá\ V]XP ε
W
.

Spektralna prezentacja procesu ARIMA(p,k,q) ma SRVWDü�

; �  � H � �G=
W

L W ω
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εω ω
−
∫ ) � � � ��                                         (3.8)

gdzie funkcja transferowa )(F)(H * ω=ω  jest równa:
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a ZVSyáF]\QQLNL ϕ M


V� RNUH�ORQH UyZQDQLHP�

*
)kp(i

*
kp

*
2i

*
2

*
1i

*
1i

*
i ... +−+−− ϕ⋅β++ϕ⋅β+ϕ⋅β+γ=ϕ ,                            (3.10)

                       i  =  1, 2, …

                      
q.>idla      0 = 

0; =      1; = 
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*
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*
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γ
ϕϕ
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1D SU]\NáDG GOD SURFHVX ARIMA(0,1,q) otrzymano:

ϕ β γ βZ

Z  � ���  �� � � �� � ⋅ −
�

�                                                          (3.11)
i ZDULDQFM
 Eá
GX SUHG\NWRUD UyZQ�

[ ] ( )YDU � � � � �δ σ β γ βεW

ZK �  � � � � � � ��
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K��
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� �⋅








−∑                            (3.12)

Wzór ������ ZVND]XMH� *H ZDULDQFMD Eá
GX predyktora]ZL
NV]D VZ� ZDUWR�ü
ZUD] ] Z\GáX*DQLHP KRU\]RQWX SUHG\NFML�

3UHG\NWRU��������PR*QD�SU]HGVWDZLü�Z�UyZQRZD*QHM�postaci:

                          �[ W K
Z

W Z+
=

∞

−∑�  � K�Z

ϕ ε
�

.                                             (3.13)

Spektralne przedstawienie predyktora (3.13) ma SRVWDü�

[ ]{ }� � � � � � �[ H ) G=W K

L K

+ ∫�  � H � � �)L W

�

K

ω

π

π
ω

εω ω ω ,                       (3.14)

gdzie

) ) H HK

LK L K  � �� � � �ω ω ϕ ϕω ω− − − +
�  � � � � � � ����K



K��

 �                      (3.15)

Funkcja transferowa predyktora (3.13) jest równa

+ HK
V K

L V K � �� �ω ϕ ω�  � V



=

∞
− −∑                                                          (3.16)

a IXQNFMD SU]HM�FLD predyktora procesu ARIMA(p,k,q):

.)hssin(  + )hscos( = )(H
2

1hs

*
s

2

hs

*
s

2*
h 



 ω−ϕ



 ω−ϕω ∑∑

∞

+=

∞

=

        (3.17)

Przeprowadzono porównanie funkcji przyrostu )(G ω L IXQNFML N�WD

fazowego )(ωφ XRJyOQLRQHJR SURFHVX PLHV]DQHJR DXWRUHJUHVML L �UHGQLHM

UXFKRPHM $5,0$ U]
GX ������� RUD] MHJR SUHG\NWRUD GOD Z\EUDQ\FK ZDUWR�FL

parametrów β oraz γ.
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Wykres 3.1. Funkcja przyrostu procesu Gp(ω) oraz predyktora procesu ARIMA(1,1,1)
dla h = 1 (G1) i h = 2 (G2),β�  = 0.9; γ �  = -0.4.

Wykres 3.2. )XQNFMD N�WD ID]RZHJR SUocesu φp(ω) oraz predyktora procesu
ARIMA(1,1,1) dla h = 1 (φ1) i h = 2 (φ2), β�  = 0.9; γ �  = -0.4.
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Wykres 3.3. Funkcja przyrostu procesu Gp(ω) oraz predyktora procesu ARIMA(1,1,1)
dla h = 1 (G1) i h = 2 (G2),β�  = -0,5; γ �  = -0,5.

Wykres 3.4.  )XQNFMD N�WD ID]RZHJR SURFHVX φp(ω) oraz predyktora procesu
ARIMA(1,1,1) dla h = 1 (φ1) i h = 2 (φ2), β�  = -0,5; γ �  = -0,5.
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Wykres 3.5. Funkcja przyrostu procesu Gp(ω) oraz predyktora procesu ARIMA(1,1,1)
dla h = 1 (G1) i h = 2 (G2), β� = -0,9; γ �  = 0,4.

Wykres 3.6. )XQNFMD N�WD ID]RZHJR SURFHVX φp(ω) oraz predyktora procesu
ARIMA(1,1,1) dla h = 1 (φ1) i h = 2 (φ2), β�  = -0,9; γ �  = 0,4.
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Wykres 3.7. Funkcja przyrostu procesu Gp(ω) oraz predyktor procesu ARIMA(1,1,1)
dla h = 1 (G1) i h = 2 (G2), β�  = 0,9; γ �  = 0,5.

Wykres 3.8. )XQNFMD N�WD ID]RZHJR SURFHVX φp(ω) oraz predyktora procesu
ARIMA(1,1,1) dla h = 1 (φ1) i h = 2 (φ2), β�  = 0,9; γ �  = 0,5.
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:DUWR�FL funkcji przyrostu )(Gp ω  procesu $5,0$������� ZVND]XM�� *H

filtr tego procesu przepuszcza w wysokim stopniu VNáDGRZH niskich F]
VWR�FL
dla Uy*Q\FK ZDUWR�FL parametrów β�  i γ � . Filtr ten WáXPL prawie FDáNRZLFLH
skáDdowe SR]RVWDá\FK F]
VWR�FL�

W przypadku, gdy 01 >β � ILOWU WáXPL FDáNRZLFLH VNáDGRZH SR]RVWDá\FK F]
s-

WR�FL� -H�OL 01 <β , filtr przepuszcza w nieznacznym stopniu VNáDGRZH Z\Vo-

NLFK F]
VWR�FL� JG\ 01 >γ ; a w stopniu znacznym, gdy 01 <γ .

Funkcja przyrostu )(Gh ω predyktora procesu ARIMA(p,1,q) ma podobny

przebieg do przebiegu )(Gp ω  procesu ARIMA(p,1,q). Funkcja przyrostu pre-

dyktoraGOD Uy*Q\FK Z\SU]HG]H� PD SUDZLH LGHQW\F]QH ZDUWR�FL�

3U]HVXQL
FLH ID]\ )(ωφ  predyktora procesu ARIMA(p,1,q) jest odmienne
RG SU]HVXQL
FLD ID]\ SURFHVX $5,0$�S���T�� 'OD GRGDWQLFK ZDUWR�FL

parametrów β i γ SU]HVXQL
FLH ID]\ ]PLHQLD na przemian kierunek, ale ampli-
WXGD ZDKD� MHVW SUDZLH MHGQDNRZD Z FDá\P SU]HG]LDOH F]
VWR�FL� 'OD NROHMQ\FK
Z\SU]HG]H� RNUHVyZ SUHG\NFML� IXQNFMD N�WD ID]owego SUHG\NWRUD MHVW Uy*na.
= SRZ\*V]\FK VSRVWU]H*H� PR*QD Z\ZQLRVNRZDü� *H MH*HOL ILOWU SURFHVX

$5,0$�S���T� SU]HSXV]F]D Z Z\VRNLP VWRSQLX VNáDGRZH QLVNLFK F]
VWR�FL D
WáXPL SR]RVWDáH VNáDGRZH� WR SUHG\NWRU\ ZDKD� GáXJRRNUHVRZ\FK E
G� HIHNWy-
wniejsze od SUHG\NWRUyZ ZDKD� NUyWNRRNUHVRZ\FK� -H�OL QDWRPLDVW ILOWU SURFHVX
SU]HSXV]F]D UyZQLH* VNáDGRZH Z\VRNLFK F]
VWR�FL� WR HIHNW\ZQR�ü predyk-
WRUyZ ZDKD� GáXJRRNUHVRZ\FK L NUyWNRRNUHVRZ\FK E
G]LH MHGQDNRZD�

1D HIHNW\ZQR�ü predyktorów ZSá\Z PDM� UyZQLH* SU]HVXQL
FLD ID]\� ,P SU]e-
VXQL
cia fazy SUHG\NWRUD E
G� EDUG]LHM RGELHJDü RG SU]HVXQL
FLD ID]\ SURFHVX�

W\P HIHNW\ZQR�ü SUHG\NWRUyZ E
G]LH QL*V]D�
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