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-HGQ� ] NODV PRGHOL QLHVWDFMRQDUQ\FK SURFHVyZ VWRFKDVW\F]Q\FK V�
SU]Há�F]QLNRZH PRGHOH áD�FXFKyZ 0DUNRZD �0DUNRY 6ZLWFKLQJ 0RGHOV ±06

modele).
0RGHO 06 ]DGDQ\ MHVW IRUPXá�
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gdzie ts MHVW UHDOL]DFM� MHGQRURGQHJR áD�FXFKD 0DUNRZD tS  o r  stanach,

]DGDQHJR PDFLHU]� SU]HM�FLD rrijpP ×= ][ . Klasy procesów MS otrzymujemy

F]\QL�F RGSRZLHGQLH ]DáR*HQLD R SURFHVDFK F]�VWNRZ\FK ity . W przypadku gdy

ity V� ]PLHQQ\PL ORVRZ\PL R UR]NáDGDFK QD G\VNUHWQ\FK SU]HVWU]HQLDFK X*\ZD

VL
 QD]Z\ 8NU\WH àD�FXFK\ 0DUNRZD �Hidden Markov Model – HMM).
6]F]HJyOQHJR ]QDF]HQLD PHWRGD ]\VNDáD SU]\ PRGHORZDQLX L DQDOL]LH

ILQDQVRZ\FK V]HUHJyZ F]DVRZ\FK F]\ WR GRW\F]�F\FK NXUVyZ QD U\QNX
NDSLWDáRZ\P F]\ WH* V]HUHJyZ NXUVyZ ZDOXWRZ\FK� ,VWQLHQLH RNUHVyZ Z]URVWX L
VSDGNX Z\PXV]D SU]\M
FLD QLHVWDFMRQDUQHJR FKDUDNWHUX SURFHVyZ� ,GHD PRGHOL

06 ]ZL�]DQD MHVW �FL�OH ] PLHV]DQNDPL UR]NáDGyZ� =DLQWHUHVRZDQLH W\PL
PRGHODPL SRG\NWRZDQH MHVW NRQLHF]QR�FL� SU]\M
FLD IDNWX� *H UR]NáDG\ VWyS

]ZURWX V� DV\PHWU\F]QH ] WDN ]ZDQ\PL JUXE\PL RJRQDPL� 3RGVWDZRZ\P
]DáR*HQLHP Z PRGHODFK 06 MHVW QLHREVHUZRZDOQR�ü VWDQyZ áD�FXFKD 0DUNRZD

SU]Há�F]DM�FHJR SURFHV PLHG]\ UH*LPDPL�
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2. Modele

Najprostszym modelem jest przytoczony przez Millsa (por. Mills (1993))
model postaci

ttt uzy += . (1)

1LHVWDFMRQDUQ\ VNáDGQLN tz MHVW SURFHVHP Eá�G]HQLD SU]\SDGNRZHJR L RSLVDQ\

jest równaniem

1)( −+= ttt zSz µ , (2)
gdzie

tt SaaS 10)( +=µ (3)

W modelu tym przez tS R]QDF]RQR VWDQ áD�FXFKD 0DUNRZD SU]\ELHUDM�FHJR

ZDUWR�ü � OXE � L RSLVDQHJR PDFLHU]� SU]HM�FLD









−

−
=

2222

1111

1

1

pp

pp
P (4)

2 VNáDGQLNX tu ]DNáDGD VL
� *H MHVW SRVWDFL $5�p� E�G( F]
�FLHM� *H MHVW

procesem n.i.d.
7DN SRVWDZLRQ\ SUREOHP XZ]JO
GQLD ]PLDQ
 �UHGQLHM SURFHVX� 3R]LRP\ WHM

�UHGQLHM RVL�JDQH V� ORVRZR� 3U]Há�F]DQLH PL
G]\ �UHGQLPL QDVW
SXMH SRSU]H]
macierz P .

5R]ZLQL
FLHP LGHL MHVW SURSRQRZDQ\ SU]H] Hamiltona (por. Hamilton
(1994)) model postaci

ttSSt ycy
tt

ε+Φ+= −1 (5)

gdzie tS V� VWDQDPL QLHREVHUZRZDQHJR áD�FXFKD 0DUNRZD R N stanach a 
tSΦ

oraz 
tSc V� SDUDPHWUDPL ]ZL�]DQ\PL ] UH*LPHP� 0RGHO WHQ Z NRQVHNZHQFML

RSLVXMH ]PLDQ\ �UHGQLHM ZDUWR�FL ZHGáXJ UH*LPyZ GOD SURFHVX

DXWRUHJUHV\MQHJR� -H�OL PRGHO WHQ SU]HGVWDZLP\ Z SRVWDFL

ttSSt xcy
tt

ε+Φ+= (6)

WR PDP\ GR F]\QLHQLD ] PRGHOHP UHJUHVML SU]Há�F]QLNRZHM �SRU� 3UXVND
(1996)).
: SU]\SDGNX ]DOH*QR�FL DXWRUHJUHV\MQHM Z\*V]HJR U]
GX� PRGHO ��� PR*QD
UR]ZLQ�ü GR SRVWDFL
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3U]\MPXM�F ]DáR*HQLH� *H ty , 
ts

µ  oraz tε V� SURFHVDPL ZHNWRURZ\PL IRUPXáD

��� MHVW SRGVWDZ� UR]ZD*DQLD PRGHOL 9$5 SU]Há�F]DQ\FK áD�FXFKHP PDUNRZD
(MS-VAR) (por. Krolzig 

�������� : PRGHOX WDNLP PR*OLZH MHVW Z\NRU]\VWDQLH

áD�FXFKyZ 0DUNRZD ZLHORNURWQLH ZL�]DQ\FK�
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.ROHMQH ZHUVM
 PRGHOX SU]Há�F]QLNRZHJR SU]HGVWDZLD UyZQDQLH �SRU� Yin
(2003))

11 ++ += tttt VGy ε , (8)

gdzie tε  jest procesem L�L�G� R VWDQGDU\]RZDQ\P UR]NáDG]LH QRUPDOQ\P� tG

oraz tV MHVW RGSRZLHGQLR �UHGQL� L ZDULDQFM� SURFHVX� 3DU
 ),( tt VG WUDNWXMH VL


MDNR ]PLHQQ� ORVRZ� ] UHDOL]DFMDPL ),( tt vg RGSRZLDGDM�F\PL VWDQRP áD�FXFKD

0DUNRZD R PDFLHU]\ SU]HM�FLD NNijpP ×= ][ � 0RGHO WHQ WZRU]\ PLHV]DQN


UR]NáDGyZ L Z SU]\SDGNX áD�FXFKD UHJXODUQHJR SDUDPHWUDPL PLHV]DM�F\PL V�
SUDZGRSRGRELH�VWZD UR]NáDGX HUJRG\F]QHJR�

3. Estymacja

0RGHOH RSLVDQH SRZ\*V]\PL IRUPXáDPL RSLHUDM� VL
 R ]DGDQ� ZDUXQNRZ�

IXQNFM
 J
VWR�FL ( )α;; 1−Ψ= tttt sSyf , gdzie α  jest wektorem parametrów

WHJR UR]NáDGX D tΨ  zbiorem obserwacji do momentu t  i QLHREVHUZRZDQ\ FL�J

zmiennych losowych tS VSHáQLDM�F\FK ZDUXQHN ( ) ijtt piSjS === −1Pr .

)XQNFM
 J
VWR�FL UR]NáDGX EU]HJRZHJR ty PR*QD ]DSLVDü Z SRVWDFL
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11 ;,; αα � :DUXQNRZ\ UR]NáDG ]PLHQQHM tS PR*QD

SU]HGVWDZLü Z SRVWDFL LORUD]X á�F]QHM IXQNFML J
VWR�FL ty  i ts SU]H] IXQNFM
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3RZL�]DQLH ]PLHQQ\FK ORVRZ\FK tS PDFLHU]� SU]HM�FLD ] HOHPHQWDPL ijp

SR]ZDOD ]DSLVDü SRGVWDZRZ\ ZDUXQHN Z SRVWDFL
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Znane metody HVW\PDF\MQH Z\NRU]\VWXM� PHWRG
 QDMZL
NV]HM
ZLDU\JRGQR�FL
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ttyfL
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1;log αα . (11)

: OLWHUDWXU]H QDMF]
�FLHM Z\NRU]\VW\ZDQ\P DOJRU\WPHP PDNV\PDOL]DFML
IXQNFML ZLDU\JRGQR�FL SU]HGVWDZLRQHM Z\*HM MHVW DOJRU\WP (0 �Expectations
Maximization) (por. Hamilton (1994)). Idea polega na wyznaczeniu
Z\JáDG]RQ\FK SUDZGRSRGRELH�VWZ SU]HE\ZDQLD Z GDQ\P UH*LPLH D QDVW
SQLH
LWHUDF\MQHJR SRVW
SRZDQLD GOD ]QDOH]LHQLD PDNVLPXP IXQNFML ZLDU\JRGQR�FL�
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)XQNFMD WD PR*H PLHü ZLHOH PDNVLPyZ ORNDOQ\FK� GODWHJR NRQLHF]QH MHVW
ZLHORNURWQH EDGDQLH SU]\ Uy*Q\FK ZDUXQNDFK SRF]�WNRZ\FK�

4. Zastosowania

-DN MX* ZVSRPQLDQR ZH ZVW
SLH� UR]ZyM EDGD� QDG PRGHODPL 06
SRG\NWRZDQ\ E\á REVHUZDFMDPL QLHVWDFMRQDUQR�FL Z SURFHVDFK ILQDQVRZ\FK

RUD] DV\PHWU\F]QR�FL� Z UR]NáDGDFK W\FK*H ]PLHQQ\FK� 3LHUZV]H SUDFH
Hamiltona (por. +DPLOWRQ ������� GRW\F]\á\ MHGQDN DQDOL]\ Z]URVWX
gospodarczego mierzonego poziomem dochodu narodowego w kolejnych
NZDUWDáDFK �*13�� 5R]ZD*DQ\ E\á áD�FXFK R GZyFK VWDQDFK� 3U]\M
WH UH*LP\
R]QDF]DM� Z]URVW JRVSRGDUF]\ RUD] UHJUHV� 3RVáXJLZDQLH VL
 PRGHOHP 06 GDMH

PR*OLZR�ü RFHQ\ �UHGQLHJR F]DVX SR]RVWDZDQLD Z ID]LH Z]URVWX L ID]LH UHJUHVX�
1XUW W\FK EDGD� E\á NRQW\QXRZDQ\ Z SUDFDFK Krolziga1 (por. Krolzig (1998))
czy Psaradakisa (por. Psaradakis (2002)). Szczególnego znaczenia nabiera
DQDOL]D DV\PHWU\F]QR�FL F\NOL JRVSRGDUF]\FK �SRU� Clements, Krolzig (2000)).
7DN*H Z EDGDQLDFK V]HUHJyZ ILQDQVRZ\FK DV\PHWU\F]QR�ü L ZDUXQNRZD

KHWHURVNHGDVW\F]QR�ü MHVW SU]HGPLRWHP EDGDQLD SU]\ SRPRF\ PRGHOL 06�
0RGHOH 06 VáX*� QLH W\ONR RSLVRZL V\WXDFML HNRQRPLF]QHM L MHM OHSV]HPX
SR]QDQLX DOH WDN*H SURJQR]RZDQLX� 0D WR V]F]HJyOQH ]QDF]HQLH QD U\QNDFK

ZDOXWRZ\FK 3\WDQLH R PR*OLZR�ü SURJQR]\ VWDZLD ZLHOX DXWRUyZ �SRU� Engel
(1994), Dueker, Neely (2002)). W polskiej literaturze przedmiotu modele MS
Z\NRU]\VWDQH ]RVWDá\ GR DQDOL]\ RGSRZLHG]L Z WHVWDFK NRQLXQNWXU\ �SRU�
'HFHZLF] �������� =H Z]JO
G\ QD MDNR�FLRZ\ FKDUDNWHU RGSRZLHG]L L
MHGQRF]H�QLH ]DáR*HQLH R QRUPDOQR�FL UR]NáDGX ]PLHQQ\FK Z EDGDQ\P SURFHVLH

GR DQDOL]\ X*\WD ]RVWDáD G\QDPLND VDOGD RGSRZLHG]L� 'UXJLP PRGHOHP
SUH]HQWRZDQ\P Z F\WRZDQHM SUDF\ MHVW PRGHO UR]NáDGX OLF]HEQR�FL� 1DOH*\ RQ

do grupy modeli HMM

���=DNR�F]HQLH

 =DSUH]HQWRZDQH PRGHOH V� SURSR]\FM� QD SRMDZLDM�FH VL
 WUXGQR�FL Z

PRGHORZDQLX V]HUHJyZ F]DVRZ\FK� :L
NV]R�ü V]HUHJyZ HNRQRPLF]Q\FK
FKDUDNWHU\]XMH VL
 QLHVWDFMRQDUQR�FL�� 0RGHOH 06 QLH UR]ZL�]XM
 ZV]\VWNLFK

SUREOHPyZ DOH MDNR SURVWH QDU]
G]LH SU]\F]\QL VL
 GR OHSV]HM ]QDMRPR�FL
SURFHVyZ HNRQRPLF]Q\FK� 'R LFK SRZV]HFKQR�FL SU]\F]\QL VL
 QLHZ�WSOLZLH
GRVW
SQR�ü SURJUDPyZ REOLF]HQLRZ\FK Z\NRU]\VWXM�F\FK ]QDQH DOJRU\WP\

estymacyjne2.

                                                     
1 3U]HDQDOL]RZDQ\ ]RVWDá PRGHO +DPLOWRQD SRG N�WHP 9$5�
2 pakietem takim jest MSVAR for Ox, www.economics.ox.ac.uk/hendry/krolzig
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