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5R]NáDG�ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQ\�D�Z]JO
GQH�L�DEVROXWQH
miary rozproszenia

����UHGQLD�DU\WPHW\F]QD�L�JHRPHWU\F]QD�D�UR]NáDG� ORJDU\WPLF]QR�
normalny

:L
NV]R�ü ]PLHQQ\FK HNRQRPLF]Q\FK SU]\MPXMH MHG\QLH ZDUWR�FL Godatnie.
:LHOH ] QLFK VFKDUDNWHU\]RZDü PR*HP\ ]D SRPRF� UR]NáDGX ORJDU\tmiczno-
QRUPDOQHJR� 8]QDMP\� *H ]PLHQQD ORVRZD \ QDOH*\ GR WHM JUXS\ ]PLHQQ\FK�
2]QDF]D WR� *H ORJDU\WP QDWXUDOQ\ WHM ]PLHQQHM PD UR]NáDG QRUPDOQ\� W\P

saP\P IXQNFMD J
VWR�FL SUDZGRSRGRELH�VWZD GDQD MHVW Z]RUHP �Aitchison,
Brown (1957) s.8, 3DZáRZVNL ������ V� ���������
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Z NWyU\P SDUDPHWU\ ZDUWR�FL RF]HNLZDQHM L ZDULDQFML ]PLHQQHM OQ\ GHILQLXMHP\
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Odchylenie standardowe jest równe:
2

lnln )(ln yy yE µσ −= . (4)

:\NRU]\VWXM�F IDNW� *H GOQ\ G\�\� IXQNFM
 J
VWR�FL SUDZGRSRGRELH�VWZD
logaU\WPX ]PLHQQHM \ SU]HNV]WDáFLü PR*HP\ Z IXQNFM
 J
VWR�FL ]PLHQQHM \ R

nast
SXM�FHM SRVWDFL�
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ln 2)(ln yyy
y eyyf

σµπσ −−−
= (5)

)XQNFMD WD Z\]QDF]D NU]\Z� DV\PHWU\F]Q�� $V\PHWULD WD MHVW SUDZRVWURQQD L MHM
ZLHONR�ü ]DOH*\ RG ZDUWR�FL RF]HNLZDQHM L ZDULDQFML ORJDU\WPX ]PLHQQHM \�
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7\P VDP\P ZDUWR�ü RF]HNLZDQD ]PLHQQHM \ �Ey) oraz jej dominanta (Dy) i
PHGLDQD �0\� QLH SRNU\ZDM� VL
 L Z\QRV]� RGSRZLHGQLR �SDWU]� Aitchison,
Brown (1957), s 8-9):
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ln yyeEy y

σµµ +== , (6)

yeMy lnµ= , (7)
2
lnln yyeDy

σµ −= . (8)
= SRZ\*V]HJR Z\QLND� *H '\ � 0\ � Ey.
0R*QD SRQDGWR Z\ND]Dü� *H ZDULDQFMD L RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZH ]PLHQQHM \

Z\QRV]� RGSRZLHGQLR�
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lnln222 −=−= + yyy eeEyyEy

σσµσ , (9)

1)(
2
ln
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ln2

1
ln2 −=−= + yyy eeEyyEy

σσµσ . (10)

3U]HGVWDZLRQH SRZ\*HM ZáD�FLZR�FL UR]NáDGX ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQHJR
zmiennej y wykorzystali Murti i 6DVWUL ������ SU]\ IRUPXáRZDQLX ]ZL�zków
SRPL
G]\ �UHGQL� DU\WPHW\F]Q� L �UHGQL� JHRPHWU\F]Q� WHM ]PLHQQHM ORVowej.
=JRGQLH ] SRF]\QLRQ� SU]H] QLFK XPRZ�� ZDUWR�ü RF]HNiZDQ� ORJDU\WPX
]PLHQQHM \ R]QDF]\P\ Z VSRVyE QDVW
SXM�F\�

gy lnln =µ . (11)

2EHFQLH ]JRGQLH ] NRQFHSFM� ZVSRPQLDQ\FK DXWRUyZ ]GHILQLXMHP\ �UHGQL�
JHRPHWU\F]Q� ]PLHQQHM \ Z VSRVyE QDVW
SXM�F\�

yEeeg y lnln == µ . (12)
2]QDF]D WR� *H �UHGQLD JHRPHWU\F]QD ]PLHQQHM \ MHVW ]GHORJDU\WPRZDQ�
warto�FL� QDG]LHL PDWHPDW\F]QHM ORJDU\WPX ]PLHQQHM \� = GUXJLHM VWURQ\ Murti
i SasWUL RNUH�OLOL �UHGQL� DU\WPHW\F]Q� ]PLHQQHM ORVRZHM \ MDNR MHM ZDUWR�ü
oczekiZDQ�� W]Q��
       Eya y == µ . (13)

:\NRU]\VWXM�F ��� L ���� VWZLHUG]DP\� *H�
2
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1
ln yyyy eeeEy

σµσµ == +
.

: NRQVHNZHQFML QD SRGVWDZLH ���� �UHGQL� DU\WPHW\F]Q� ���� ]DSLV]HP\
nast
SXM�FR�

2
ln2

1
yega

σ= . (14)
:\ND]DQ\ SU]H] ZVSRPQLDQ\FK DXWRUyZ ]ZL�]HN IXQNF\MQ\ SRPL
G]\ �UHGQL�
DU\WPHW\F]Q� L JHRPHWU\F]Q� ]PLHQQHM \ FKDUDNWHU\]XM�FHM VL
 UR]NáDGHP

ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQ\P E\á VZHJR F]DVX V]HURNR RPDZLDQ\ Z OLWHUDWXU]H
po�ZL
FRQHM PRGHORP PXOWLSOLNDW\ZQ\P� )XQNFMD WD SRVLDGD OLF]�FH VL
 ZDORU\
SR]QDZF]H L SUDNW\F]QH� F]HPX ZLHOH XZDJL SR�ZL
FLá L.R.Klein (1965 s.155-
���� ��������� .R�F]�F W
 F]
�ü UR]ZD*D� ]DXZD*P\� *H Z SU]\SDGNX
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zmienQHM FKDUDNWHU\]XM�FHM VL
 UR]NáDGHP ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQ\P �UHGQLD
geomeWU\F]QD L PHGLDQD SRNU\ZDM� VL
 ]H VRE��

3U]\NáDG ��

1LHFK SáDFH PLHVL
F]QH �\� SUDFRZQLNyZ SHZQHJR VHNWRUD JRVSodarczego
FKDUDNWHU\]XM� VL
 UR]NáDGHP ORJDU\WPLF]QR QRUPDOQ\P� 3áDFH Z\Ua*RQH V� Z
]áRW\FK� =aáy*P\� *H ZDUWR�ü RF]HNLZDQD L ZDULDQFMD ORJDU\WPyZ SáDF UyZQDM�
VL
 RGSRZLHGQLR�

49554,7ln =yµ ,

16,02
ln =yσ .

2NUH�OLü� 1) PHGLDQ
 ��UHGQL� JHRPHWU\F]Q��� 2) ZDUWR�ü RF]HNLZDQ� ��UHGQL�
arytmeW\F]Q��� 3) GRPLQDQW
 SáDF�
Ad 1) Zgodnie z (7) i (12) otrzymujemy:

180049554,7ln ==== eegMy yµ
]á

=DXZD*P\� ]H ORJDU\WP\ SáDF V� ZLHONR�FLDPL QLHPLDQRZDQ\PL� ,FK

delogarytmy wyUD*RQH V� Z MHGQRVWNDFK SLHUZRWQ\FK� 2EHFQLH SRZLHP\� *H
�UHGQLD JHRPHWU\F]QD SáDF� E
G�FD PHGLDQ�� Z\QRVLáD ���� ]áRW\FK� 2]QDF]D
WR� *H ��� SUDFRZQLNyZ ]DWUXGQLoQ\FK Z VHNWRU]H SU]HGVL
ELRUVWZ ]DUDELD

PQLHM� QL* ���� ]áRW\FK� 7\P VDP\P SáDFH ��� SUDFRZQLNyZ SU]HNUDF]DM�
���� ]áRW\FK�

Ad 2) Zgodnie z (6) a tym samym (15) mamy:

19501800
16,0

2

1
2
ln2

1

==== eegaEy yσ
]á

3RZLHP\� *H �UHGQLH �DU\WPHW\F]QH� PLHVL
F]QH Z\QDJURG]HQLH SUDFRZQLNyZ
VHNWRUD SU]HGVL
ELRUVWZ Z\QRVLáR ���� ]áRW\FK�

Ad 3) :DUWR�ü GRPLQXM�FD ]JRGQLH ] ��� Z\QRVL

9,15331800 16,0
2
lnln === −−

eeDy yy σµ
]á

2]QDF]D WR� *H SáDFH RVF\OXM�FH ZRNyá ZDUWR�FL ������ ]á E\á\ QDMF]
�FLHM
spotykane.
3U]\ RND]ML ]DXZD*P\� *H RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZH ORJDU\WPX SáDF MHVW UyZQH

4,016,0)(ln 2
lnln ==−= yy yE µσ

3RZLHP\ ZL
F� *H SU]HFL
WQH VWDQGDUGRZH RGFK\OHQLH ORJDU\WPX SáDF RG
warto�FL RF]HNLZDQHM ORJDU\WPX SáDF �ORJDU\WPX �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM SáDF�
wynoVL ���� = XZDJL QD IDNW� *H ]PLHQQD ORVRZD Z\UD*RQD MHVW Z ORJDU\WPDFK
jest ona tym samym niemianowana.
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���:]JO
GQH� L�DEVROXWQH� UR]SURV]HQLH� ]PLHQQHM� ORVRZHM�Z� UHODFML
GR��UHdniej geometrycznej

=DVWDQyZP\ VL
 REHFQLH QDG PR*OLZR�FL� RNUH�OHQLD SUDZGRSRGRELH�stwa
WHJR� *H ]PLHQQD ORVRZD \� FKDUDNWHU\]XM�FD VL
 UR]NáDGHP ORJDU\WPLF]QR�

QRUPDOQ\P� SU]\MPLH ZDUWR�FL ] RNUH�ORQHJR SU]HG]LDáX� -DN SLVDá =�
PawáRZVNL� Z SUDNW\FH Z\JRGQLH MHVW ÄZ\NRU]\VWDü IDNW� *H ORJDU\WP ]PLHQQHM

ORVRZHM < PD UR]NáDG QRUPDOQ\ 1���1�� 3UDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� *H a�<�E�
MHVW UyZQRZD*QH SUDZGRSRGRELH�VWZX WHJR� *H lna�OQ<�OQE� D WR RVWDWQLH áDWZR
MHVW REOLF]\ü NRU]\VWDM�F ] WDEOLF G\VWU\EXDQW\ VWDQGDU\]RZDQHJR UR]NáDGX

normalnego (3DZáRZVNL ������ V������´ = SRZ\*V]HJR Z\QLND� *H RVWDWQL�
QLHUyZQR�ü ]DSLVDü Po*HP\ UyZQRZD*QLH Z VSRVyE QDVW
SXM�F\� elna

�H
lnY
�H

lnb.
2EHFQLH ]JRGQLH ] UHJXá� WU]HFK VLJP SRZLHP\� *H SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR�
L* ORJDU\WP ]PLHQQHM ORVRZHM \ SU]\MPLH ZDUWR�ü Uy*QL�F� VL
 RG �UHGQLHM
logarytmu tej zmiennej o jedno odchylenie standardowe jest równe 0,6826, co
]DSLV]HP\ QDVW
SXM�FR�

6826,0)ln( lnlnln =≤−≤− yyy yP σµσ , (15)

lub z uwagi na (11):
6826,0)lnln( lnln =≤−≤− yy gyP σσ . (16)

-DN ZLHP\ RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZH MHVW PLDU� UR]SURV]HQLD ]PLHQQHM ORVRZHM
ZRNyá MHM ZDUWR�FL SU]HFL
WQHM� -H�OL ]PLHQQD ORVRZD MHVW Z\UD*RQD Z

jednostkach rzeczywistych, tzn. nietrasformowanych, to odchylenie
VWDQGDUGRZH MHVW PLDU� ]Uy*QLFRZDQLD DEVROXWQHJR� : WHM V\WXDFML ]Z\F]DMRZR
LQWHUSUHWXMHP\ RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZH� MDNR SU]HFL
WQH� VWDQGDUGRZH

RGFK\OHQLH ]PLHQQHM ORVRZHM RG MHM ZDUWR�FL RF]HNLZDQHM Z\UD*RQH Z
MHGQRVWNDFK DQDOL]RZDQHM ]PLHQQHM� -HVW U]HF]� RF]\ZLVW�� *H MH�OL ]PLHQQD
Z\UD*RQD MHVW Z NLORJUDPDFK WR RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZH Z\UD*RQH MHVW UyZQLH*
Z NLORJUDPDFK� LWS� = LQQ� QLHFR V\WXDFM� PDP\ GR F]\QLHQLD Z SU]\SDGNX� JG\
]PLHQQD ORVRZD L MHM FKDUDNWHU\VW\NL Z\UD*RQH V� Z ORJDU\WPDFK� : WHM V\WXDFML

zarówno zmienna loVRZD MDN L RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZH VWDM� VL
 MHGQRVWNDPL
QLHPLDQRZDQ\PL� : GDOV]\P MHGQDN FL�JX RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZH SR]RVWDMH

PLDU� UR]SURV]HQLD� 2]QDF]D WR� *H LQWHUSUHWXM�F RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZH� MDNR
SU]HFL
WQH� VWDQGDrGRZH RGFK\OHQLH ORJDU\WPX ]PLHQQHM \ RG ZDUWR�FL
RF]HNLZDQHM ORJDU\WPX WHM ]PLHQQHM� PDP\ QD P\�OL IDNW� L* GZLH WU]HFLH W\FK
RGFK\OH� ]DZLHUDü VL
 E
dzie w przedziale wyznaczonym zgodnie z (16),
QDWRPLDVW EOLVNR MHGQD WU]HFLD Z\NUDF]Dü E
G]LH SR]D WHQ SU]HG]LDá� 0LPR� L*
takie rozumowanie odFK\OHQLD VWDQGDUGRZHJR PR*H E\ü VDW\VIDNFMRQXM�FH Z
VHQVLH VWDW\VW\F]Q\P� PD MHGQDN SUDZR QLH ]DGRZDODü QDV Z VHQVLH

LQWHUSUHWDF\MQ\P� 1LH P\�OLP\ ERZLHP Z NDWHJRULDFK ORJDU\WPyZ
SRV]F]HJyOQ\FK ]PLHQQ\FK� FKRFLD* PR*HP\ UR]XPLHü LFK LVWRW
� 'ODWHJR
celem wzbogacenia interpretacji otrzymaQ\FK Z\QLNyZ SU]HNV]WDáüP\ ���� GR

postaci:
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6826,0)( lnln =≤≤− yy e
g

y
eP

σσ (17)

=DXZD*P\� *H ]GHILQLRZDQD Z QDVW
SXM�F\ VSRVyE ]PLHQQD�
      gyv /= (18)
ZVND]XMH QD VWRVXQHN ]PLHQQHM ORVRZHM \ GR MHM �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM� W\P
VDP\P RNUH�OD XG]LDá WHM ]PLHQQHM ORVRZHM Z SR]LRPLH MHM �UHGQLHM
geomeWU\F]QHM� :WHG\ NLHG\ ]PLHQQD ORVRZD \ SU]\MPLH ZDUWR�FL PQLHMV]H RG
�UHdQLHM JHRPHWU\F]QHM J� ]PLHQQD ORVRZD Y SU]\MPLH ZDUWR�FL PQLHMV]H RG ��
: V\WXDFML RGZURWQHM� W]Q� JG\ ]PLHQQD ORVRZD SU]\MPLH ZDUWR�FL ZL
NV]H RG
paUDPHWUX J� ZyZF]DV ]PLHQQD ORVRZD Y SU]\MPRZDü E
G]LH ZDUWR�FL ZL
NV]H
RG MHGQR�FL� 2]QDF]D WR� *H GOD ND*GHJR RGFK\OHQLD VWDQGDUGRZHJR 1lny,
E
G�FHJR GRGDWQLP SLHUZLDVWNLHP ZDULDQFML ]PLHQQHM ORVRZHM OQ\� VSHáQLRQH V�
QDVW
SuM�FH QLHUyZQR�FL�

10 ln <=< − yevd
σ (19)

      1ln >= yevg
σ (20)

3U]\ RND]ML ]DXZD*P\� *H�

10lnln ===⋅ −
eeevv yy

gd
σσ (21)

3RZ\*V]D ZáD�FLZR�ü MHVW R W\OH LVWRWQD� L* �UHGQLD JHRPHWU\F]QD ]PLHQQHM Y
MHVW UyZQD MHGQR�FL� FR Z\QLND ] QDVW
SXM�FHJR IDNWX�

10)ln(ln)(ln 0)ln(lnln
ln ====⇒=−=− − eeeggyEyE gyEvE

vyµ (22)

gdzie gv MHVW �UHGQL� JHRPHWU\F]Q� ]PLHQQHM Y�
2EHFQLH QD SRGVWDZLH ���� RUD] SR SU]\M
FLX R]QDF]H� ] ���� L ����

SRZLHP\� *H ] SUDZGRSRGRELH�VWZHP UyZQ\P ������ XG]LDá ]PLHQQHM ORVowej
\ Z MHM �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM J PLH�FLü VL
 E
G]LH Z SU]HG]LDOH RG vd do vg.
OznaF]D WR� *H GRNRQXM�F LQWHUSUHWDFML Z P\�O NWyUHM� SU]HFL
WQ\ XG]LDá
zmienQHM \ Z MHM �UHGQLHM JHRPeWU\F]QHM ZDKD VL
 Z JUDQLFDFK RG vd do vg

PDP\ QD P\�OL IDNW� L* MHVW WR SU]HFL
WQ\ XG]LDá Z NDWHJRULDFK VWDQGDUGRZ\FK�
JG\* ]RsWDá RQ Z\]QDF]RQ\ QD ED]LH RGFK\OHQLD VWDQGDUGRZHJR ORJDU\WPX

]PLHQQHM \ ] ZV]HONLPL Z\Sá\ZDM�F\PL ] WHJR NRQVHNZHQFMDPL
VWRFKDVW\F]Q\PL� 3RZLHP\ W\P VDP\P� *H vd i vg V� SU]HFL
WQ\PL� Z]JO
dnymi
PLDUDPL UR]SURV]HQLD ]PLHQQHM ORVRZHM \ Z]JO
GHP MHM �UHGQLHM Jeometrycznej.

Celem dalszego wzbogacenia interpretacjL RPDZLDQHM SU]H] QDV Z]JO
GQHM
PLDU\ UR]SURV]HQLD� GRNRQDMP\ SU]HNV]WDáFHQLD QLHUyZQR�FL UyZQRF]HVQHM

XM
WHM Z ���� SRSU]H] RGM
FLH VWURQDPL ZDUWR�FL �� Z\NRU]\VWXM�F MHGQRF]H�QLH
R]QDF]HQLD SU]\M
WH Z ���� L ����� : UH]XOWDFLH WHJR G]LDáDQLD RWU]\PXMHP\�

6826,0)111( =−≤−≤− gd v
g

y
vP (23)

3U]HPQD*DM�F SRZ\*V]� QLHUyZQR�ü VWURQDPL SU]H] ���� RWU]\PDQ\ Z\QLN
Z\UD*DP\ Z SURFHQWDFK� FR ]DSLV]HP\ QDVW
SXM�FR�
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6826,0]100)1(100)(100)1[( =−≤−≤− gd v
g

gy
vP (24)

: VHQVLH VWDQGDUGRZ\P SU]HFL
WQLH� ]PLHQQD ORVRZD \ RGFK\OD VL
 RG MHM
�UHdniej geometrycznej w przedziale od (vd-1)100% do (vg-1)100%. W
analL]RZDQ\P SU]\SDGNX RGFK\OHQLD WH E
G� ]DZLHUDü VL
 Z Z\]QDF]RQ\FK
graniFDFK GOD ��� ZV]\VWNLFK SU]\SDGNyZ� 0R*QD ]DGDü S\WDQLH� GODF]HJR

wyznac]DP\ GROQH L JyUQH SU]HG]LDá\ SU]HFL
WQ\FK RGFK\OH�� ]DPLDVW
SRZLHG]LHü ZSURVW� R LOH SURFHQW SU]HFL
WQLH ]PLHQQD \ RGFK\OD VL
 RG MHM
�UHGQLHM JHRPetrycznej? OdSRZLHG( MHVW SURVWD L Z\QLND ] DV\PHWULL UR]NáDGX
ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQHJR� 0R*QD ERZLHP XGRZRGQLü� UR]SLVXM�F Z V]HUHJ
Maclaurina wyra*HQLD ���� L ����� L* VSHáQLRQD MHVW QDVW
SXM�FD QLHUyZQR�ü�

0)1()1( >−+− gd vv (25)

=DXZD*P\ SRQDGWR� *H ] UHJXá\ WU]HFK VLJP Z\QLND� L*

9545,0)( lnln 22 =≤≤− yy e
g

y
eP

σσ (26)

9973,0)( lnln 33 =≤≤− yy e
g

y
eP

σσ (27)

: FHOX XWU]\PDQLD VL
 Z SU]\M
WHM NRQZHQFML R]QDF]H� XPyZP\ VL
� *H�
yev d

ln2
2

σ−=   i  yev g
ln2

2
σ= (28)

yev d
ln3

3
σ−=   i  yev g

ln3
3

σ= (29)

3U]\NáDG �

1D SRGVWDZLH GDQ\FK ] SU]\NáDGX � RNUH�OLü SU]HG]LDá\ XG]LDáyZ SáDF Z LFK
�UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQLH� UHDOL]RZDQH ] SUDZGRSRGRELH�VWZHP� 1)
P1=0,6826, 2) P2=0,9545, 3) P3=0,9973.
Ad 1) Na podstawie (19) i (20) otrzymujemy:

67,04,0ln === −−
eev y

d
σ

49,14,0ln === eev y

g
σ

= XZDJL QD ���� SRZLHP\� *H Z DQDOL]RZDQ\P SU]\SDGNX SUDZGRSRGRELH�VWZR
WHJR� *H XG]LDá SáDF Z �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQLH� PLH�FLü VL
 E
G]LH Z
przedziale od 0,67 do 1,49 wynosi 0,6826. Tym samym, zgodnie z (24)
powieP\� *H SáDFH RGFK\ODM� VL
 RG �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQ\� Z
przedziale od –33% do 49% w 2/3 przypadków.
Ad 2) Na podstawie (28) otrzymujemy:

449,08,02
2

ln === −−
eev y

d
σ

225,28,02
2

ln === eev y

g
σ

= XZDJL QD ���� SRZLHP\� *H Z DQDOL]RZDQ\P SU]\SDGNX SUDZGRSRGRELH�VWZR
WHJR� *H XG]LDá SáDF Z �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQLH� PLH�FLü VL
 E
G]LH Z
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SU]HG]LDOH RG ����� GR ����� Z\QRVL ������� 7\P VDP\P SáDFH RGFK\ODM� VL

RG �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQ\� Z SU]HG]LDOH ±����� GR ������ Z RNRáR
95 przypadków na sto.
Ad 3) 2EHFQLH QD SRGVWDZLH ���� VWZLHUG]DP\� *H

301,02,13
3

ln === −−
eev y

d
σ

32,32,13
3

ln === eev y

g
σ

= XZDJL QD ���� SRZLHP\� *H Z DQDOL]RZDQ\P SU]\SDGNX ]
prawdopodobiH�VWZHP ������ XG]LDá SáDF Z �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQLH�
PLH�FLü VL
 E
G]LH Z SU]HG]LDOH RG ����� GR ����� 2]QDF]D WR� *H
SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� L* SáDFH RGFK\ODM� VL
 RG �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM
(mediany) w przedziale –69,88% do 232,01% wynosi 0,9973.

1DOH*\ V�G]Lü� L* ZF]H�QLHM SU]HSURZDG]RQH UR]ZD*DQLD RUD] RWU]\PDQH
SRZ\*HM Z\QLNL XSRZD*QLDM� GR VWZLHUG]HQLD� *H Z VHQVLH VWDQGDrdowym
SU]HFL
WQ\ XG]LDá SáDF Z LFK �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQLH� ZDKD VL
 Z

JUDQLFDFK RG ���� GR ����� F]\OL SáDFH SU]HFL
WQLH RGFK\ODM� VL
 RG LFK �UHdniej
geometryczne (mediany) w przedziale od –33% do 49%.

:QLRVNL Z\Sá\ZDM�FH ] SU]HSURZDG]RQHM SRZ\*HM DQDOL]\ GRW\F]�FHM
Z]JO
dQHJR UR]SURV]HQLD ]PLHQQHM ORVRZHM \ ZRNyá MHM �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM
V� V]F]HJyOQLH SU]\GDWQH SU]\ RNUH�OHQLX ZáD�FLZR�FL VWRFKDVW\F]Q\FK PRGHOL
multiplikatywnych. W praktyce statystycznej, w przypadku rozpatrywania
]PLHQQ\FK ORVRZ\FK R UR]NáDG]LH ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQ\P� V]F]HJyOQLH

inWHUHVXM�FH PRJ� E\ü PLDU\ UR]SURV]HQLD Z\UD*RQH Z MHGQRVWNDFK
DEVROXWQ\FK� &HOHP LFK Z\]QDF]HQLD SU]HNV]WDáüP\ ���� GR QDVW
SXM�FHM
postaci:

6826,0)ln( lnlnlnln =+≤≤− yyyy yP σµσµ . (30)

Po ]GHORJDU\WPRZDQLX VWURQDPL Z\UD*HQLD ]DSLVDQHJR Z QDZLDVLH
otrzymujemy:

6826,0)( lnlnlnln =≤≤− yyyy eeyeeP
σµσµ , (31)

FR SR XZ]JO
GQLHQLX SU]\M
W\FK ZF]H�QLHM R]QDF]H� ]DSLV]HP\ Z QDVW
SXM�F\
sposób:
      6826,0)( =⋅≤≤⋅ gd vgyvgP (32)

2EHFQLH SRZLHP\� *H SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� L* ]PLHQQD ORVRZD \
przyMPXMH ZDUWR�FL Z JUDQLFDFK RG g·vd do g·vg� MHVW UyZQH ������� =DXZD*P\�
*H ]aUyZQR ]PLHQQD ORVRZD \ MDN L Z\]QDF]RQH JUDQLFH SU]HG]LDáyZ Z\UD*RQH
V� Z MHGQRVWNDFK U]HF]\ZLVW\FK DQDOL]RZDQHM ]PLHQQHM� $E\ Z\MD�QLü LVWRW

DV\PHWULL Z\]QDF]RQHM WXWDM DEVROXWQHM PLDU\ UR]SURV]HQLD ]DXZD*P\� *H
poQLHZD* ORJDU\WP ]PLHQQHM \ PD UR]NáDG QRUPDOQ\� ZL
F VSHáQLRQD PXVL E\ü
QDVW
SXM�FD UyZQR�ü�

)ln( lnlnln yyy yP µσµ ≤≤− = )ln( lnlnln yyy yP σµµ +≤≤ = 0,341,

co po ]GHORJDU\WPRZDQLX Z\UD*H� RJUDQLF]RQ\FK QDZLDVDPL L SU]\M
FLX
wcze�QLHM SU]\M
W\FK R]QDF]H� ]DSLV]HP\ QDVW
SXM�FR�
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341,0)()( =⋅≤≤=≤≤⋅ vgygPgyvgP d . (33)
= XZDJL QD ���� VWZLHUG]DP\� *H�

gd vgggvg ⋅−〈−⋅ (34)

2]QDF]D WR� *H DQDOL]RZDQH DEVROXWQH UR]SURV]HQLH ]PLHQQHM \ RGQRVL VL
 GR
�UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQ\� ]PLHQQHM \� 5R]SURV]HQLH WR FKDUDNWHU\]XMH

VL
 W\P� L* MHGQDNRZHPX SUDZGRSRGRELH�VWZX UHDOL]DFML ]GDU]H� Rdpowiada,
FR GR ZDUWR�FL EH]Z]JO
GQHM� PQLHMV]\ SU]HG]LDá GROQ\ L ZL
NV]\ SU]HG]LDá

JyUQ\ RGFK\OH� ]PLHQQHM \ RG MHM �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �Pediany).
2EHFQLH PR*HP\ SRZLHG]LHü� *H SU]HFL
WQe, w sensie standardowym,

odFK\OHQLH ]PLHQQHM ORVRZHM \ RG MHM �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQ\� ZDKD
VL
 Z JUDQLFDFK RG g·vd do g·vg� -HVW WR� MDN VL
 Z\GDMH� Z PLDU
 Soprawny
VSRVyE RNUH�OHQLD SU]HFL
WQHM� DEVROXWQHM PLDU\ UR]SURV]HQLD ]PLHQQHM ORVowej
\ Z VWRVXQNX GR MHM ZDUWR�FL �UHGQLHM Z V\WXDFML� JG\ ]PLHQQD WD FKDUDNWHU\]XMH
VL
 DV\PHWU\F]Q\P UR]NáDGHP� 8]XSHáQLDM�F UR]ZD*DQLD GRW\F]�FH DEVolutnego
UR]SURV]HQLD ]PLHQQHM ORVRZHM \ Z]JO
GHP MHM �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM
(meGLDQ\� ]DXZD*P\� *H ]JRGQLH ] UHJXá� WU]HFK VLJP RWU]\Pujemy:

9545,0)( 22 =⋅≤≤⋅ gd vgyvgP (35)

9945,0)( 33 =⋅≤≤⋅ gd vgyvgP (36)

3U]\NáDG �

1D SRGVWDZLH GDQ\FK ] SU]\NáDGX � L � Z\]QDF]\ü DEVROXWQH SU]HG]LDá\

rozproszeQLD SáDF Z VWRVXQNX �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQ\� UHDOL]RZDQH ]
prawdopodobie�stwem: 1) P1=0,6826, 2) P2=0,9545, 3) P3=0,9973. Wyniki
]LQWHUSUHWRZDü FKDUDNWHU\]XM�F UyZQRF]H�QLH DV\PHWUL
 EDGDQ\FK PLDU

rozproszenia.
1D ZVW
SLH ]DXZD*P\� *H �UHGQLD JHRPHWU\F]QD SáDF �PHGLDQD SáDF�

wynoVL� J  ���� ]á
Ad 1) (OHPHQW\ ]DZDUWH Z QDZLDVLH Z Z\UD*HQLX ���� Z\QRV]� RGSRZLHdnio:

g·vd  ����Â����  ���� ]á�

g·vg  ����Â����  ���� ]á�
3RZLHP\� *H SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� L* SáDFH SUDFRZQLNyZ RGFK\ODM� VL
 RG
LFK �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQ\� Z SU]HG]LDOH RG ���� ]á GR ���� ]á
wyQRVL ������� = GUXJLHM VWURQ\ SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� L* SáDFH E
G�
]DZDUWH Z SU]HG]LDOH RG ���� ]á GR ���� ]á MHVW UyZQH SUDZGRSRGRELH�VWZX
WHJR� L* SáDFH E
G� ]DZDUWH Z SU]HG]LDOH RG ���� ]á GR ���� ]á� : MHGQRVWNDFK
absolutQ\FK RGFK\OHQLH GROQH SáDF RG LFK �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM Z\QRVL ±���
]á� QaWRPLDVW RGFK\OHQLH JyUQH MHVW UyZQH ��� ]á�
Ad 2) (OHPHQW\ ]DZDUWH Z QDZLDVLH Z Z\UD*HQLX ���� Z\QRV]� RGSRZLHdnio:

g·v2d  ����Â�����  ��� ]á�
g·v2g ����Â�����  ���� ]á�

7DN ZL
F SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� L* SáDFH SUDFRZQLNyZ RGFK\ODM� VL
 RG LFK
�UHdQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQ\� Z SU]HG]LDOH RG ��� ]á GR ���� ]á Z\QRVL
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0,9545. Z druJLHM VWURQ\ SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� L* SáDFH E
G� ]DZDUWH Z
SU]HG]LDOH RG ��� ]á GR ���� ]á MHVW UyZQH SUDZGRSRGRELH�VWZX WHJR� L* SáDFH
E
G� ]DZDUWH Z SU]HG]LDOH RG ���� ]á GR ���� ]á� : MHGQRVWNDFK DEVROXWQ\FK

RGFK\OHQLH GROQH SáDF RG LFK �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM Z\QRVL ±��� ]á� QDWRPLDVW
RGFK\OHQLH JyUQH MHVW UyZQH ���� ]á�

Ad 3) (OHPHQW\ ]DZDUWH Z QDZLDVLH Z Z\UD*HQLX ���� Z\QRV]� RGSRZLHdnio:
g·v3d  ����Â�����  ��� ]á�

g·v3g ����Â�����  ���� ]á�
7\P VDP\P SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� L* SáDFH SUDFRZQLNyZ RGFK\ODM� VL
 RG
LFK �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQ\� Z SU]HG]LDOH RG ��� ]á GR ���� ]á Z\QRVL

������� = GUXJLHM VWURQ\ SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� L* SáDFH E
G� ]DZDUWH Z
SU]HG]LDOH RG ��� ]á GR ���� ]á MHVW UyZQH SUDZGRSRGRELH�VWZX WHJR� L* SáDFH
E
G� ]DZDUWH Z SU]HG]LDOH RG ���� ]á GR ���� ]á� : MHGQRVWNDFK DEVROXWQ\FK
RGFK\OHQLH GROQH SáDF RG LFK �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM Z\QRVL ±���� ]á�
natomiDVW RGFK\OHQLH JyUQH MHVW UyZQH ���� ]á�

���$EVROXWQH� L�Z]JO
GQH� UR]SURV]HQLH� ]PLHQQHM� ORVRZHM�Z� UHODFML
GR��UHdniej arytmetycznej

2PDZLDQH GRW\FKF]DV PLDU\ UR]SURV]HQLD RGQRVLá\ VL
 GR �UHGQLHM
geomeWU\F]QHM� : SURZDG]RQ\FK UR]ZD*DQLDFK SRPLMDOL�P\ PLDU

rozproszenia odQRV]�F� VL
 GR ZDUWR�FL RF]HNLZDQHM \� F]\OL �UHGQLHM
arytmetycznej tej zmiennej. SkonFHQWURZDQLH VL
 QD �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM
X]QDü MHGQDN QDOH*\ ]D ]DVDGQH� ] XZDJL QD IDNW� *H ORJDU\WP �UHGQLHM
geometrycznej jest jednocze�QLH ZDUWR�FL� RF]HNLZDQ� Z UR]NáDG]LH
normalnym logarytmu zmiennej y. Powstaje jednak pytanie, jakimi
ZáD�FLZR�FLDPL FKDUDNWHU\]XMH VL
 UR]SURV]HQLD ]PLHnQHM \ ZRNyá MHM �UHGQLHM
DU\WPHW\F]QHM" =DXZD*P\� *H URzproszenie to mierzone odchyleniem
VWDQGDUGRZ\P ���� Z UHODFML GR ZDUWR�FL RF]HNLZDQHM ]PLHQQHM \ ��� Z VHQVLH
RGOHJáR�FL MHVW V\PHWU\F]QH� 1DWRPLDVW� ] XZDJL QD FKDUDNWHU UR]NáDGX
logarytmiczno-normalnego, jest ono asymetryczne w sensie
prawdopodobie�VWZD UHDOL]DFML ]GDU]H� ]DFKRG]�F\FK Z RGFK\OHQLX GROQ\P L
JyUQ\P RG �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM� = XZDJL QD IDNW� *H �UHGQLD DU\WPHW\F]QD
MHVW SRáo*RQD EDUG]LHM QD SUDZR RG �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM� E
G�FHM PHGLDQ� Z
rozpatrywaQ\P UR]NáDG]LH� PXVL ]DM�ü QDVW
SXM�FD QLHUyZQR�ü�

)()( yyygyyyd yPyP σµµµσµ +<<><<− (37)

JG]LH Z\VW
SXM�FH Z QDZLDVDFK SDUDPHWU\ UR]NáDGX ]PLHQQHM \ ]GHILQLRZDQR Z
(6) i w (10), natomiast Pd i Pg V� RGSRZLHGQLR SUDZGRSRGRELH�VWZDPL ]DM�FLD
]GDU]H� Z SU]HG]LDOH GROQ\P L JyUQ\P RGFK\OH� ]PLHQQHM ORVRZHM \ RG MHM

�UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM R ZLHONR�ü RGFK\OHQLD VWDQGDUGRZHJR� 2EHFQLH
utrzyPXM�F R]QDF]HQLD Z P\�O NWyU\FK�
• D  �y� MHVW �UHGQL� DU\WPHW\F]Q� ]PLHQQHM \�
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• ln g = OQ �lny� MHVW ORJDU\WPHP �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM ]PLHQQHM \�
SU]HNV]WDáFLP\ ���� GR SR*�GDQHM VWDQGDU\]RZDQHM SRVWDFL SUDZGRSRGRELH�VWZ
Z QDVW
SXM�F\ VSRVyE�

)()( ygyd ayaPayaP σσ +<<><<− , (38)

 )]ln(ln(ln)lnln)[ln( ygyd ayaPayaP σσ +<<><<− , (39)

       )()( 2001 zzzPzzzP gd <<><< , (40)

gdzie:
( ) ( ) ygyygyz ln/)/ln(ln/lnln σσ =−= (41)

( ) ( ) yy gagnaz lnln0 //ln/ln σσ =−= (42)

( ) ( ) yyyy gagaz lnln1 /]/)ln[(/ln)ln( σσσσ −=−−= (43)

( ) ( ) yyyy gagaz lnln1 /]/)ln[(/ln)ln( σσσσ +=−+= (44)

1D SRGVWDZLH ����� ����� ����� ���� L ���� SRWUDILP\ RNUH�OLü
prawdopodobie�VWZR ]DM�FLD ]GDU]H� RSLVDQ\FK SU]H] �����

3U]\NáDG �

1D SRGVWDZLH GDQ\FK ] SU]\NáDGX � L � REOLF]\ü L ]LQWHUSUHWRZDü�

1. RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZH SáDF �\� Z]JO
GHP LFK �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM D  
�y ,

2. SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� *H SáDFH QLH E
G� PQLHMV]H R ZLHONR�ü MHGQHJR
odFK\OHQLD VWDQGDUGRZHJR RG SáDF\ Z\]QDF]RQHM QD SR]LRPLH �UHGQLHM
arytmetycznej,

3. SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� *H SáDFH QLH E
G� ZL
NV]H R ZLHONR�ü MHGQHJR
odFK\OHQLD VWDQGDUGRZHJR RG SáDF\ Z\]QDF]RQHM QD SR]LRPLH �UHGQLHM
arytmetycznej,

4. SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� *H SáDFH E
G� PQLHMV]H �ZL
NV]H� RG SáDF\

wyznac]RQHM QD SR]LRPLH �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM�
Ad 1) :LHG]�F� *H �UHGQLD DU\WPHW\F]QD SáDF D ���� ]á RUD] ZDULDQFMD

logaU\WPX SáDF Z\QRVL ���� RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZH ]PLHQQHM \ RG MHM �UHGQLHM
arytmetycznej wyznaczymy  na podstawie (10) i (14). Wynosi ono:

27,812119501 16,0
2
ln

2
ln2

1
ln =−=−= +

eee yyy

y
σσµσ ]á�

:VW
SQLH SRZLHP\� *H SáDFH SU]HFL
WQLH RGFK\ODM� VL
 RG SáDF\ �UHGQLHM�
wynoV]�FHM ���� ]á� R RNRáR ������ ]á�
$E\ Z SHáQL SRSUDZQLH ]LQWHUSUHWRZDü RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZH� Z SU]\SDGNX
UR]NáDGX DV\PHWU\F]QHJR SRZLQQL�P\ RNUH�OLü SUDZGRSRGRELH�VWZR RGFK\OH�
dolnych i górnych
3U]HG RNUH�OHQLHP SUDZGRSRGRELH�VWZ ] SXQNWyZ �� � L � REOLF]DP\ ]JRGQLH ]

����� ���� L ���� ZDUWR�FL ]0, z1, i z2� :DUWR�FL WH UyZQDM� VL
 RGSowiednio:
z0  = [OQ�D�J�@�1lny = [ln(1950/1800)]/0,4 = 0,20
z1  = {ln[( D�1y ��J�@`�1lny = {ln[(1950-812,27)/1800]}/0,4 = -1,15
z2  = {ln[( D�1y ��J�@`�1lny = {ln[(1950+812,27)/1800]}/0,4 = 1,07
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Ad 2) 3RVW
SXM�F ]JRGQLH ] RGSRZLHGQL� SURFHGXU� �SDWU]� >��@ V� ������
Z\]QDF]DP\ SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� *H SáDFH QLH E
G� PQLHMV]H R MHGQR
RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZH RG SáDF\ Z\]QDF]RQHM QD SR]LRPLH �UHGQLHM
arytPHW\F]QHM� 3UDZGRSRGRELH�VWZR WR Z\QRVL�
Pd (D�1y < y < a) = Pd (z1 <z < z0 ) = Pd(-1,15<z<0,20) = 0,3749 + 0,0793 =
0,454
3RZLHP\� *H SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� *H SáDFH QLH E
G� PQLHMV]H R ������ ]á
(odchyOHQLH VWDQGDUGRZH� RG ���� ]á ��UHGQLD DU\WPHW\F]QD� MHVW UyZQH ������
Ad 3) 3RVW
SXM�F ]JRGQLH ] RGSRZLHGQL� SURFHGXU� �SDWU]� Kmenta (1990) s.
91-93) wy]QDF]DP\ SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� *H SáDFH QLH E
G� ZL
NV]H R

MHGQR RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZH RG SáDF\ Z\]QDF]RQHM QD SR]LRPLH �UHGQLHM
arytPHW\F]QHM� 3UDZGRSRGRELH�VWZR WR Z\QRVL�
Pg (a < y < D�1y) = Pg (z0 <z < z2 ) = Pg(0,2<z<1,07) = -0,0793 + 0,3577=
0,2784
2]QDF]D WR� *H SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� *H SáDFH QLH E
G� ZL
NV]H R ������
]á �RdFK\OHQLH VWDQGDUGRZH� RG ���� ]á ��UHGQLD DU\WPHW\F]QD� MHVW UyZQH
0,2784.

Obecnie preF\]XM�F LQWHUSUHWDFM
 RGFK\OHQLD VWDQGDUGRZHJR ] $G ��
poZLHP\� *H SáDFH SU]HFL
WQLH RGFK\ODM� VL
 RG SáDF\ �UHGQLHM Z\QRV]�FHM ����
]á R RNRáR ����� ]á� ] SUDZGRSRGRELH�VWZHP Pd+Pg = 0,7324.
Ad 4) 3U]HFKRG]�F GR Z\]QDF]HQLD SUDZGRSRGRELH�VWZD WHJR� *H SáDFH E
G�
PQLHMV]H RG �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM Z\QRV]�FHM D ���� ]á ]DXZD*P\� *H�
P(0<y<a) = P1(0<y<g) + P2(g<y<a) = 0,5 + P2(g<y<a).
2EHFQLH ORJDU\WPXM�F L VWDQGDU\]XM�F ]PLHQQH Z\VW
SXM�FH Z QDZLDVLH SU]\ 32

L SRVW
SXM�F ]JRGQLH ] SURFHGXU� Z\]QDF]DQLD SUDZGRSRGRELH�VWZD GOD

stanGDU\]RZDQ\FK ]PLHQQ\FK ORVRZ\FK R UR]NáDG]LH QRUPDOQ\P RWU]\PXMHP\�
P2(lng<lny<lna) = P2[(OQJ�OQJ��1lny)<(OQ\�OQJ��1lny)<(OQD�OQJ��1lny)] = P2(0<z<z0)
= 0 +0,0793 = 0,0793
2VWDWHF]QLH VWZLHUG]DP\� *H�
P(0<y<a)  = P1 + P2 = 0,5 + 0,0793 = 0,5793
3RZLHP\ ZL
F� *H Z �� SU]\SDGNDFK QD ��� SáDFH SUDFRZQLNyZ DQDOL]RZDQHJR
VHNWRUD E
G� QL*V]H RG LFK �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM� W\P VDP\P Z w 42
przypadNDFK QD ��� SáDFH SUDFRZQLNyZ DQDOL]RZDQHJR VHNWRUD E
G� Z\*V]H RG
LFK �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM

AE\ Z\]QDF]\ü L SRSUDZQLH ]LQWHUSUHWRZDü Z]JO
GQ� PLDU
 URzproszenia
]PLHQQHM ORVRZHM \ Z UHODFML GR �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM Z\NRU]\VWDMP\
nierówQR�ü ����� 1D MHM SRGVWDZLH SRZLHP\� *H�

)()()( ygydyy ayaPayaPayaP σσσσ +<<+<<−=+<<− .   (45)

3R SRG]LHOHQLX VWURQDPL HOHPHQWyZ ]DZDUW\FK Z QDZLDVDFK SU]H] ZLHONR�ü
�UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM �D� RWU]\PXMHP\�

)11()11()11(
aa

y
P

a

y

a
P

aa

y

a
P

y
g

y
d

yy σσσσ
+<<+<<−=+<<− ,   (46)

FR UyZQRZD*QLH PR*HP\ ]DSLVDü QDVW
SXM�FR�
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)
a

1
a

y
0(P)01

a

y

a
(P)

a
1

a

y

a
(P

y
g

y
d

yy σ
<−<+<−<

σ
−=

σ
<−<

σ
− .   (47)

gdzie E(y/a) =1, tym samym E[(y-a)/a] = 0.
=DXZD*P\� *H LORUD] RGFK\OHQLD VWDQGDUGRZHJR L �UHGQLHM DU\tmetycznej

Z\UD*RQ\ Z SRVWDFL XáDPNRZHM OXE Z SURFHQWDFK QD]\ZDQ\ MHVW
ZVSyáF]\nQLNLHP ]PLHQQR�FL ORVRZHM� -DN SLV]� Kendall i Buckland (1975, s.
270) zoVWDá RQ SR UD] SLHUZV]\ ]DSURSRQRZDQ\ SU]H] .� Pearsona w 1895 roku
w celu poUyZQDQLD G\VSHUVML UR]NáDGyZ F]
VWR�FL� 2]QDF]DM�F ZVSyáF]\QQLN
zmienQR�FL ORVRZHM GX*� OLWHU� 9 PDP\�

a
V

yσ
= . (48)

:\NRU]\VWXM�F SRZ\*V]� GHILQLFM
 Z\UD*HQLH ���� ]DSLV]HP\ QDVW
SXM�FR�

)0()0
1

()( V
a

ay
P

a

y
VPV

a

ay
VP gd <−<+<−<−=<−<− (49)

gdzie, zgodnie z (38) Pd > Pg.
1D SRGVWDZLH SRZ\*V]HJR VWZLHUG]DP\� *H Z SU]\SDGNX UR]NáDGX
logarytmiczno-normalnego zmiennej losowej y:
• SU]HFL
WQLH ]PLHQQD ORVRZD \ RGFK\OD VL
 RG �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM R

(VÜ������
• SUDZGRSRGRELH�VWZR WHJR� L* ]PLHQQD ORVRZD SU]HFL
WQLH RGFK\OL VL
 RG

�UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM R ��9Ü����� MHVW ZL
NV]H RG SUDZGRSRGRELH�stwo
WHJR� *H ]PLHQQD WD SU]HFL
WQLH RGFK\OL VL
 RG �UHGQLHM DU\WPetycznej o
(VÜ������ FR Z\QLND ] DV\PHWULL UR]NáDGX ]PLHQQHM ORVRZHM \�

3U]\NáDG �

Na podstawie danych ] SU]\NáDGX � L � RUD] LQIRUPDFML ] SU]\NáDGX �
obliF]\ü L ]LQWHUSUHWRZDü ZVSyáF]\QQLN ]PLHQQR�FL ORVRZHM SáDF Z]JO
GHP LFK

�UHGQLHM DU\WPetycznej.
= XZDJL QD IDNW� *H�
D  ������� ]á�
1y ������ ]á�

otrzymujemy:
V=812,27/1950 =0,4165.

3RZLHP\ ZL
F� ]H SU]HFL
WQLH SáDFH SUDFRZQLNyZ DQDOL]RZDQHJR VHNWRUD

odFK\ODM� VL
 RG LFK �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM Z\QRV]�FHM ���� ]á R RNRáR
41,65%.

&HOHP GRSUHF\]RZDQLD SRZ\*V]HM LQWHUSUHWDFML� Z\NRU]\VWXM�F ]DSLV ����

oraz informaFMH ] SU]\NáDGX � VWZLHUG]DP\� *H�
Pd{-0,4165<[(y-1950)/1950]<0} = 0,454,
Pg{0<[(y-1950)/1950]<0,4165}  = 0,2785,
P{-0,4165<[(y-1950)/1950]<0,4165} = 0,7324.
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2]QDF]D WR� *H Z ����� SU]\SDGNDFK QD ��� SáDFH QLH E
G� QL*V]H OXE
wy*V]H R ZL
FHM QL* ������ RG LFK �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM� 8�FL�ODM�F
SRZLHP\� *H Z ���� SU]ySDGNDFK QD ��� SáDFH QLH E
G� QL*V]H RG LFK �UHGQLHM
DU\WPHW\F]QHM R ZL
FHM QL* ������ L MHGQRF]H�QLH R W
 ZLHONR�ü QLH E
G�
Z\*V]H RG LFK �UHdniej arytmetycznej w 27,85 przypadkach na 100.

3RGVXPRZXM�F W
 F]
�ü UR]ZD*D� SRZLHP\� *H MHGQDNRZHPX URzproszeniu
DEVROXWQHPX L Z]JO
GQHPX ]PLHQQHM ORVRZHM Z UHODFML GR �UHGQLHM
arytPHW\F]QHM RGSRZLDGD ZL
NV]H SUDZGRSRGRELH�VWZR RGFK\OH� XMHPQ\FK
RUD] PQLHMV]H SUDZGRSRGRELH�VWZR RGFK\OH� GRGDWQLFK�

���'ZD�UyZQRZD*QH�WZLHUG]HQLD�GRW\F]�FH�UR]NáDGX
    logarytmiczno-normalnego

: GRW\FKF]DV SURZDG]RQ\FK UR]ZD*DQLDFK ZDUWR�ü RF]HNLZDQ� ��� L

waULDQFM
 ]PLHQQHM \ ��� Z\UD*DOL�P\ Z NDWHJRULDFK ZDUWR�FL RF]HNLZDQHM L
waULDQFML ORJDU\WPX ]PLHQQHM \� : VHQVLH SR]QDZF]\P ]D SR*\WHF]QH QDOH*\
X]QDü RGZUyFHQLH V\WXDFML SRSU]H] Z\UD*HQLH ZDUWR�FL RF]HNLZDQHM RUD]

wariancji logaU\WPX ]PLHQQHM \ Z NDWHJRULDFK ZDUWR�FL RF]HNLZDQHM ]PLHQQHM
\� : W\P FHOX� ]JRGQLH ] SURSR]\FM� Teekens’a i .RHUWV¶D ������� Z\UD(P\ ���
Z QDVW
SuM�FHM SRVWDFL�

)1(
2
ln

2
lnln 2)(2 −= + yyy eey

σσµσ (50)

:\NRU]\VWXM�F ��� SRZ\*V]H Z\UD*HQLH ]DSLV]HP\ QDVW
SXM�FR�
2222

2
ln

2
ln )1( yyyy

yy ee µµµσ σσ −=−= (51)

3U]HNV]WDáFDM�F ���� RWU]\PXMHP\ RVWDWHF]QLH�











+=−= 1ln)ln(ln

2

2
22

ln
y

y
y yEyE

µ
σ

σ , (52)

FR QDOH*DáR Z\ND]Dü�
Z drugiej strony na podstawie (6) mamy:

2
ln2

1
ln yy eey

σµµ = . (53)

:SURZDG]DM�F Z SRZ\*V]\P Z\UD*HQLX Z PLHMVFH ZDULDQFML ORJDU\WPX
]PLHQQHM \ ZDULDQFM
 ]GHILQLRZDQ� Z ���� Z Z\QLNX SURVW\FK SU]HNV]WDáFH�
GRFKRG]LP\ GR QDVW
SXM�FHM SRVWDFL�











+−= 1lnln

2

2

2
1

ln
y

y
yy µ

σ
µµ . (54)

2EHFQLH VIRUPXáRZDü PR*HP\ GZD UyZQRZD*QH Z]JO
GHP VLHELH WZLHUG]HQLD

GRW\F]�FH UR]NáDGX ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQHJR ]PLHQQHM ORVRZHM \� 3U]\
pierZV]\P ] QLFK Z\NRU]\VWDP\ ]GHILQLRZDQLD XM
WH Z ���� ���� ��� RUD] ��� L

powiemy:
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7:,(5'=(1,( �� -H*HOL ORJDU\WP ]PLHQQHM ORVRZHM \ PD UR]NáDG QRUPDOQ\

),( 2
lnln yy σµΝ WR ]PLHQQD \ PD UR]NáDG ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQ\

)]1(,[
2
ln

2
lnln

2
ln2

1
ln 2 −Λ ++ yyyyy eee

σσµσµ

= NROHL Z\NRU]\VWXM�F ���� L ���� RUD] RJyOQH ]GHILQLRZDQLH ZDUWR�FL
oczekiwanej i wariancji zmiennej losowej y powiemy:
7:,(5'=(1,( �� -H*HOL ]PLHQQD ORVRZD \ PD UR]NáDG ORJDU\WPLF]QR�

normalny ),( 2
yy σµΛ WR ORJDU\WP ]PLHQQHM ORVRZHM \ PD UR]NáDG QRUPDOQ\

]1ln,1ln[ln
2

2

2

2

2
1











+










+−Ν

y

y

y

y
y µ

σ
µ
σ

µ

$OWHUQDW\ZQ\ VSRVyE ]GHILQLRZDQLD UR]NáDGX ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQHJR
VXJHUXMH PR*OLZR�ü DOWHUQDW\ZQHJR Z]JO
GHP ���� ]GHILQLRZDQLD ]ZL�]NX
poPL
G]\ �UHGQL� DU\WPHW\F]Q� L JHRPHWU\F]Q�� : W\P FHOX zdelogarytmujmy
VWURQDPL Z\UD*HQLH ����� Z Z\QLNX F]HJR RWU]\Pujemy:













+−

=
1

2

1

ln 2

2

ln y

y

yy eee
µ

σ

µµ (55)
=DXZD*P\� ]H Z\UD*HQLH ] OHZHM VWURQ\ UyZQDQLD MHVW �UHGQLD JHRPHWU\F]QD
]PLHQQHM \� QDWRPLDVW �y=exp(OQ �y� MHVW �UHGQL� DU\WPHW\F]Q� �D�� :

konsekwencji tego otrzymujemy:

      ( ) 1// 22 −= aag yσ (56)

3R SURVW\P SU]HNV]WDáFHQLX ����� DOWHUQDW\ZQ\ Z]JO
GHP ���� ]ZL�]HN
funkcyMQ\ SRPL
G]\ �UHGQL� JHRPHWU\F]Q� L DU\WPHW\F]Q�� SU]HGVWDZLD VL

QDVW
SuM�FR�

       222 / aag y += σ (57)

3U]\NáDG �

1LHFK SáDFH PLHVL
F]QH �\� SUDFRZQLNyZ SHZQHJR VHNWRUD JRVSodarczego
FKDUDNWHU\]XM� VL
 UR]NáDGHP ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQ\P� 3áDFH Z\Ua*RQH V� Z
]áRW\FK� =aáy*P\� *H ZDUWR�ü RF]HNLZDQD ��UHGQLD DU\WPHW\F]QD� L RGFK\OHQLH
VWDQGDUGRZH SáDF UyZQDM� VL
 RGSRZLHGQLR�
D  �y  ���� ]á�
1y  ������ ]á�

2NUH�OLü� 1) PHGLDQ
 ��UHGQL� JHRPHWU\F]Q�� SáDF 2) Z]JO
GQH UR]SURV]HQLH
SáDF ZRNyá �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM�

1D ZVW
SLH ]DXZD*P\� *H Z RPDZLDQ\P SU]\SDGNX PDP\�
a2 = 19502 = 3 802 500
12

y = 812,272 = 659 782,55
Ad 1) Na podstawie (57) otrzymujemy:

1800500802352,722659/5008023 =+=g ]á�
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FR MHVW ]JRGQH ] ]DáR*HQLDPL GR SU]\NáDGX ��
Ad 2) :DULDQFM
 ORJDU\WPX ]PLHQQHM \ Z]JO
GHP ORJDU\WPX ]PLHQQHM
geometrycznej obliczymy w warunkach alternatywnych na podstawie (52). W
rezultacie otrzymujemy:

16,0]1)3802500/55,659782ln[(2
ln =+=yσ ,

FR ]QDMGXMH SRWZLHUG]HQLH Z GDQ\FK GR SU]\NáDGX ��
2F]\ZL�FLH RGFK\OHQLH VWDQGDUGRZHM ORJDU\WPX ]PLHQQHM \ MHVW UyZQH�

1lny ���� 1D MHJR SRGVWDZLH REOLF]\P\ SU]HFL
WQH Z VHQVLH VWDQGDUGRZ\P�
Z]JO
GQH UR]SURV]HQLH ]PLHQQHM \ Z VWRVXQNX GR �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM

(meGLDQ\� SáDF� =JRGQLH ] ���� L ���� PDP\�
vd = exp(-0,4) = 0,67
vd = exp(0,4) =  1,4918

2EHFQLH WDN MDN Z SU]\NáDG]LH � SRZLHP\� *H Z VHQVLH VWDQGDUGRZ\P
przeFL
WQ\ XG]LDá SáDF Z LFK �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQLH� ZDKD VL
 Z

JUDQLFDFK RG ���� GR ����� F]\OL SáDFH SU]HFL
WQLH RGFK\ODM� VL
 RG LFK �UHdniej
geometryczne (mediany) w przedziale od –33% do 49%. Rozpatrywany
przykáDG XQDRF]QLD UyZQRZD*QR�ü 7ZLHUG]HQLD � L ��

.R�F]�F W
 F]
�ü UR]ZD*D� ]DXZD*P\� *H PLPR UyZQRZD*QR�FL
7ZLHUG]HQLD � L � X]QDü QDOH*\ 7ZLHUG]HQLH � ]D SRFKRGQH Z]JO
GHP
7ZLHUG]HQLD �� �ZLDGF]\ R W\P VSRVyE GRFKRG]HQLD GR 7ZLHUG]HQLD �
wynikaM�F\ ] SU]HNV]WDáFH� SDUDPHWUyZ UR]NáDGX QRUPDOQHJR ORJDU\WPX
zmiennej losowej y.

5. Krótkie wprowadzenie do modeli multiplikatywnych

5R]SDWU\ZDQ\ UR]NáDG ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQ\ Z QDWXUDOQ\ VSRVyE

zwi�]DQ\ MHVW ] PRGHODPL PXOWLSOLNDW\ZQ\PL� $E\ WR Z\MD�QLü ]Dáy*P\� *H
]PLHQQD Y Z\UD*D VWRVXQHN SHZQHM� SU]\MPXM�FHM MHG\QLH ZDUWR�FL GRGDWQLH�
]PLHQQHM ORVRZHM \ GR SHZQHJR GRGDWQLHJR� QLHORVRZHJR SDUDPHWUX ��

0)/( >= µyv . (58)
2]QDF]D WR� *H
    vy ⋅= µ . (59)
-H�OL REHFQLH ]DáR*\P\� L* ZDUWR�ü RF]HNLZDQD ]PLHQQHM ORVRZHM Y MHVW UyZQD
jeden, tzn.:
        1== Evvµ , (60)
ZyZF]DV VWZLHUG]DP\� *H
   aEvEy ==⋅= µµ . (61)
2]QDF]D WR� *H ZWHG\ JG\ VSHáQLRQ\ MHVW ZDUXQHN Z P\�O NWyUHJR (Y �� WR

paUDPHWU � Z UyZQDQLX ���� MHVW �UHGQL� DU\WPHW\F]Q� ]PLHQQHM ORVRZHM \� FR
]DV\JQDOL]RZDQR ]D SRPRF� V\PEROX D� ]JRGQLH ] ZF]H�QLHM SU]\M
W� XPoZ��
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-HGQRF]H�QLH ]PLHQQD ORVRZD Y Z\UD*D VRE� VWRVXQHN ]PLHQQHM ORVRZHM \ GR
MHM �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM ]JRGQLH ] �����

Po zlogarytmowaniu stronami równania (59) otrzymujemy:
     uy += µlnln (62)
gdzie:

vu ln= . (63)
=DXZD*P\� *H MH�OL ]PLHQQD X PD UR]NáDG QRUPDOQ\ WR ]PLHQQD Y PD UR]NáDG

ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQ\� -H�OL REHFQLH ]DáR*\P\� *H ZDUWR�ü RF]HNLZana u jest
równa zero, tzn.:

0== Euuµ , (64)
ZyZF]DV VWZLHUG]DP\� *H
  µµ lnlnln =+= EuEyE . (65)
3RQLHZD* ZDUWR�ü RF]HNLZDQD ORJDU\WPX ]PLHQQHM \ MHVW UyZQD ORJDU\WPRZL

SDUDPHWUX �� ZL
F SDUDPHWU � MHVW �UHGQL� JHRPHWU\F]Q� ]PLHQQHM \� MDNR *H

        gee y === µµlnln (66)
2]QDF]D WR� *H ZWHG\ JG\ VSHáQLRQ\ MHVW ZDUXQHN Z P\�O NWyUHJR (X OQY �� WR
SDUDPHWU � Z UyZQDQLX ���� MHVW �UHGQL� JHRPHWU\F]Q� ]PLHQQHM ORVRZHM \� FR
]DV\JQDOL]RZDQR ]D SRPRF� V\PEROX J� ]JRGQLH ] ZF]H�QLHM SU]\M
W� XPRZ��
-HGQRF]H�QLH ]PLHQQD ORVRZD Y Z\UD*D VRE� VWRVXQHN ]PLHQQHM ORVowej y do
MHM �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM ]JRGQLH ] ����1.

2EHFQLH QD ED]LH GZX ZF]H�QLHM VIRUPXáRZDQ\FK DOWHUQDW\wnych
twierG]H�� VIRUPXáRZDü PR*HP\ GZD QDVW
SQH GRW\F]�FH ]ZL�]NyZ SRPL
G]\
parameWUDPL UR]NáDGX ]PLHQQ\FK ORVRZ\FK ]GHILQLRZDQ\FK MDNR X L Y�
7:,(5'=(1,( �� -H*HOL Z ZDUXQNDFK ���� ]PLHQQD ORVRZD X PD UR]NáDG

normalny ),0( 2
uσΝ � WR Y MHVW ]PLHQQ� ORVRZ� R UR]NáDG]LH ORJDU\WPLF]QR�

normalnym )]1(,[
222

2
1

−Λ uuu eee σσσ

TWIERDZENIE 42
� -H*HOL Z ZDUXQNDFK ���� ]PLHQQD Y MHVW ]PLHQQD ORVRZ� R

UR]NáDG]LH ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQ\P ),1( 2
vσΛ � WR X MHVW ]PLHQQ� ORVRZ� R

rozNáDG]LH QRUPDOQ\P ( ) ( )]1ln,1ln[ 22
2
1 ++−Ν vv σσ

3RGVXPRZXM�F ]DXZD*P\� *H SDUDPHWU � PR*H E\ü X]QDQ\ ]D ZaUXQNRZ�
�UHGQL� DU\WPHW\F]Q� OXE JHRPHWU\F]Q� ]PLHQQHM ORVRZHM \ Z Vytuacji, gdy
�UHGQLD DU\WPHW\F]QD D W\P VDP\P �UHGQLD JHRPHWU\F]QD WHM ]PLHnQHM XOHJDü
E
G]LH ]PLDQLH SRG ZSá\ZHP F]\QQLNyZ QLHORVRZ\FK� =PLDQD ERZLHP

                                                     
1 3U]HGVWDZLRQH WXWDM ]DáR*HQLD L Z\Sá\ZDM�FH ] QLFK ZQLRVNL VWDQRZLá\ SRGVWDZ


UR]ZD*D� GRW\F]�F\FK PRGHOL PXOWLSOLNDW\ZQ\FK Z DUW\NXáDFK %RáW� Ossowski (1992),
Ossowski (1988) i monografii Ossowski (1989).

2 7ZLHUG]HQLH WR VWDQRZLáR SRGVWDZ
 GR SRV]XNLZD� QLHREFL�*RQHJR HVW\PDWRUD GOD

VNáDGQLND V\VWHPDW\F]QHJR Z PRGHOX PXOWLSOLNDW\ZQ\P Z SU]\SDGNX JG\ VNáDGQLN WHQ

Z\]QDF]D ZDUXQNRZH �UHGQLH DU\WPHW\F]QH ]PLHQQHM REMD�QLDQHM �SRU� Bradu, Mundlak
(1970), Golberger (1968), Heien (1968), i Teekens, Koerts (1972).
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waUXQNRZHM �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM ]PLHQQHM \� FKDUDNWHU\]XM�FHM VL

UR]NáDGHP ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQ\P� JZDUDQWXMH �FL�OH RNUH�ORQH ]PLDQ\
warunkoZHM �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM L RGZURWQLH� ]PLDQD ZDUXQNRZHM �UHGQLHM

arytmeW\F]QHM ]PLHQQHM \ JZDUDQWXMH �FL�OH RNUH�ORQH ]PLDQ\ ZDUXQNRZHM
�UHGQLHM JHRPeWU\F]QHM� 2 W\P� F]\ SDUDPHWU � PD E\ü ZDUXQNRZ� �UHGQL�

arytmetyczQ� OXE JHRPHWU\F]Q� GHF\GXMHP\ SU]\MPXM�F RNUH�ORQH ]DáR*HQLD
GRW\F]�FH SaUDPHWUyZ UR]NáDGX ]PLHQQHM ORVRZHM Y D W\P VDP\P ]PLHQQHM X�

1DOH*\ SRGNUH�OLü ] FDá� PRF�� *H ]PLHQQD ORVRZD \� MH�OL FKDUDNWHU\]XMH VL

UR]NáDGHP ORJDU\tPLF]QR�QRUPDOQ\P� PD �FL�OH RNUH�ORQH SDUDPHWU\ UR]NáDGX�
WDNLH MDN �UHGQLD DU\WPHW\F]QD �ZDUWR�ü RF]HNLZDQD�� �UHGQLD JHRPHWU\F]QD

(mediana), dominanta, wariancja zmiennej y lub wariancja logarytmu zmiennej
y. Tym samym korzystanie z twierdzenia 3 lub 4 w niczym nie narusza
charakWHU\VW\NL UR]NáDGX ]PLHQQHM ORVRZHM \� 'HF\GXMH MHG\QLH R Z\ERU]H
parametru odnieVLHQLD Z VWRVXQNX GR LQQ\FK SDUDPHWUyZ UR]NáDGX ]PLHQQHM \�
a tym saP\P R VSRVRELH ]DSLVX ZV]\VWNLFK SR]RVWDá\FK SDUDPHWUyZ UR]NáDGX

zmiennej y. PaUDPHWU\ WH ERZLHP PR*HP\ ]DSLV\ZDü Z NDWHJRULDFK ]PLHQQHM \
lub jej logarytmu a tym samym w kategoriach zmiennej u lub v.

���:QLRVNL�NR�FRZH

: DUW\NXOH Z\ND]DQR� *H Z SU]\SDGNX� JG\ ]PLHQQD ORVRZD \ PD UR]NáDG
ORJDU\WPLF]QR�QRUPDOQ\ 1��lny� 1

2
lny) to:

• parametry vd H[S��1lny) i vg H[S�1lny� Z\]QDF]DM� SU]HG]LDá GOD

SU]HFL
WQeJR Z VHQVLH VWDQGDUGRZ\P� Z]JO
GQHJR UR]SURV]HQLD ]PLHQQHM \
w stosunNX GR MHM �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM J H[S��lny),

• parametry g·vd do g·vg Z\]QDF]DM� SU]HG]LDá GOD SU]HFL
WQHJR Z VHQVLH

standarGRZ\P� DEVROXWQHJR UR]SURV]HQLD ]PLHQQHM \ Z]JO
GHP MHM �UHGQLHM

geometrycznej.
Stwierdzono:
• GOD SU]\SDGNX �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM ]PLHQQHM ORVRZHM \� L* MHGQDNRZHPX

SUDZGRSRGRELH�VWZX UHDOL]DFML ]GDU]H� RGSRZLDGD� FR GR ZDUWR�FL
EH]Z]JO
dQHM� PQLHMV]\ SU]HG]LDá GROQ\ L ZL
NV]\ SU]HG]LDá JyUQ\ RGFK\OH�
]PLHQQHM \ RG MHM �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM �PHGLDQ\��

• GOD SU]\SDGNX �UHGQLHM DU\WPHW\F]QHM ]PLHQQHM ORVRZHM \� L* MHGQDNRZHPX

UR]SURV]HQLX DEVROXWQHPX L Z]JO
GQHPX ]PLHQQHM ORVRZHM \ Z UHODFML GR
�UHdQLHM DU\WPHW\F]QHM RGSRZLDGD ZL
NV]H SUDZGRSRGRELH�VWZR RGFK\OH�

ujemQ\FK RUD] PQLHMV]H SUDZGRSRGRELH�VWZR RGFK\OH� GRGDWQLFK�
ND SRGVWDZLH SU]HSURZDG]RQHM DQDOL]\ GRW\F]�FHM URG]DMyZ PLDU G\VSHUVML

ZQLRVNXMHP\� *H�

• PLDU
 Z]JO
GQHJR UR]SURV]HQLD ]PLHQQHM ORVRZHM X]QDü PR*QD ]D

naturalQ� PLDU
 UR]SURV]HQLD ]PLHQQHM ORVRZHM Z UHODFML GR �UHGQLHM
geometrycznej; naWRPLDVW PLDU
 DEVROXWQHJR UR]SURV]HQLD ]PLHQQHM ORVRZHM
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Z]JO
GHP �UHGQLHM JHRPHWU\F]QHM X]QDü QDOH*\ ]D PLDU
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